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ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ И ОСНОВНЫХ ОПРЕ-

ДЕЛЕНИЙ 

1. Сокращенные обозначения 

• R  –  множество действительных чисел; 

•  – "для всех … "; ∀

•  – операция пересечения множеств; ∩

•  – знак принадлежности включения; ⊂

•  – знак принадлежности; ∈

• \ – теоретико-множественное вычитание; 

•  – знак равенства; =

•  – знак неравенства; ≠
•  – знак тождественного равенства; ≡

• D  – открытая ограниченная односвязная область на плоскости; 

•  – подобласти области 21, DD D ; 

• D  –  замкнутая ограниченная односвязная область на плоскости; 

• 21 D,D  –  замкнутые подобласти области D ; 

• L  – дифференциальный оператор; 

• nk ,1=  – переменная k  принимает значения от 1 до  ;n

•  – класс функций, определенных и непрерывно дифференцируемых до 

порядка  включительно в области 

)()( DC n

n ;D  

• Пусть означает класс функций, имеющих непрерывные производные 

 

mnC +

);,...,1,0;,...,1,0(/ msnryx srsr ==∂∂∂ +

• { };0,0:),( ll <<<<= ξξ xxQ  

• .),(max),(
),()( ξξ

ξ
xKxK

QxQC ∈
=  
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2. Основные определения 

2.1. Определение локальных и нелокальных задач 

В работе мы будем использовать определения и терминологию, приве-

денные в работе А. М. Нахушева [41]. 

Пусть D  – двухмерная область Евклидова пространства 2R  точек 

),( yxz=  с границей ; D∂ ω  – принадлежащее замыканию D  не пустое множе-

ство, а }{ j  – индексное множество точек числовой прямой 1R . 

В области D  рассмотрим дифференциальное уравнение 

).(zfLu =       (1) 

Определение 1. Задачу отыскания решения )(zuu =  уравнения (1) в об-

ласти D , удовлетворяющего множество ω  условиям вида 

},{,)( jjzuB jj ∈=ψ      (2) 

называется локальной задачей для уравнения (1), если образ jψ  отображения 

 и jB )(zz jψ→ в любой точке ω∈z однозначно определяется значением функ-

ции и или ее производных до определенных порядков в этой же точке . z

Участвующие в определении 1 условия (2) и операторы называются ло-

кальными, а множество ω  – носителем локальных условий. 

Определение 2. Задачи для уравнения (1), соответствующие условия и 

операторы, которые не являются локальными, называется нелокальными. 

 

2.2. О классификации уравнений в частных производных третьего   

порядка 

При исследовании уравнений в частных производных третьего порядка 

мы будем использовать результаты работы Т.Д. Джураева и Я. Попёлека [22] 

относительно классификации уравнений третьего порядка общего вида 

),,,,,,,( yyxyxxxyyyxyyxxyxxx uuuuuyxFDuCuBuAu =+++   (3) 

где CBA ,,  и D  являются функциями x  и  .y

5 



Уравнение 

0)()()()( 3223 =+−+− dxDdxCdxdxdyBdyA    (4) 

называется характеристическим уравнением для уравнения (3). 

Рассмотрим алгебраическое уравнение 

),/(023 dxdyDCBA ==−+−− λλλλ  

соответствующее уравнению (2). Пусть 

( )( ) ( )[ ]222 9334
3
1 ADBCBDCACB −−−−=∆ . 

Если уравнение (3) имеет один трехкратный действительный корень, то 

уравнение (3) назовем параболическим. В этом случае уравнение (3) может 

быть приведено к следующему каноническому виду: 

( ).,,,,,,, yyxyxxyxxxx uuuuuuyxu Φ=  

Типичным представителем линейного уравнения параболического типа третье-

го порядка с постоянными коэффициентами, приведенного к каноническому 

виду, может быть, например, уравнение 

).,( yxfuuuuu yxxyxxx =+++− γβα  

Если уравнение (3) имеет один двукратный и один однократный действи-

тельные корни, то уравнение (3) назовем гиперболическим. 

В этом случае уравнение (3) может быть приведено к следующему кано-

ническому виду: 

( ).,,,,,,, yyxyxxyxxxy uuuuuuyxu Φ=  

В качестве примера приведенного к каноническому виду гиперболиче-

ского уравнения третьего порядка можем привести уравнение 

).,( yxfuuuuu yxxxxxy =++++ γβα  
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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. Теория локальных и нелокальных задач для урав-

нений в частных производных второго, третьего и четвертого порядков все бо-

лее активно используется при математическом моделировании в задачах влаго-

переноса [41], процессов теплообмена в смешанной среде [38], распростране-

ние электрических колебаний в составных линиях [61], совместно-раздельных 

течений вязко-упругой и вязкой жидкостей в трубе [3] и других процессов 

[13, 16, 18, 59, 57], происходящих в неоднородных средах. 

В приложениях встречаются случаи, когда вместо локальных условий бе-

рутся нелокальные условия, содержащие интегральные члены [50]. Например, 

интегральные условия используются в тех случаях, когда область физических 

характеристик рассматриваемой среды недоступна для непосредственного из-

мерения, но возможно получение допольнительной информации о характере 

процесса в виде какого-либо усреднения. 

Краевые задачи с нелокальными условиями, содержащие интегральные 

члены, а также задачи склеивания с двумя линиями изменения типа для уравне-

ний третьего порядка мало исследованы. 

В настоящей работе сформулированы и изучены локальные, нелокальные 

краевые задачи и задачи склеивания для параболических и гиперболических 

уравнений третьего порядка с интегральными условиями как с одной, так и с 

двумя линиями изменения типа, что и обусловливает актуальность работы. 

Связь темы диссертации с государственными программами. Работа 

выполнена в рамках проекта Института фундаментальных и прикладных иссле-

дований Ошского государственного университета МОиН КР по теме: «Изучение 

математических моделей гидроаэродинамики, химической кинетики, тепло-

массообмена и других явлений природы», № гос. регистрации 0005721, 

20.04.2012. 
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Цель и задачи исследования. 

1. Доказательство существования и единственности решений локальных 

краевых задач для параболических и гиперболических уравнений третьего по-

рядка; 

2. Доказательство существования и единственности решений краевых за-

дач для параболических и гиперболических уравнений третьего порядка с нело-

кальными условиями, содержащие интегральные члены; 

3. Доказательство однозначной разрешимости локальных и нелокальных 

задач для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа третьего по-

рядка с одной линией изменения типа; 

4. Доказательство однозначной разрешимости краевых задач для уравне-

ний смешанного параболо-гиперболического типа третьего порядка с двумя 

линиями изменения типа. 

Методика исследования. При построении представления решений урав-

нений использованы методы понижения порядка уравнения, сопряженные зада-

чи и интегральные уравнения. Для доказательства существования и единствен-

ности решений применен метод редукции краевых задач к решению интеграль-

ных уравнений типа Фредгольма или Вольтерра, а также принцип сжатых ото-

бражений и метод последовательных приближений. 

Научная новизна полученных результатов. Основные научные резуль-

таты: 

1. Найдены достаточные условия существования и единственности реше-

ний краевых задач для параболических и гиперболических уравнений третьего 

порядка с нелокальными условиями, содержащие интегральные члены; 

2. Получены представления решений краевых задач для гиперболиче-

ских уравнений третьего порядка с некратными характеристиками; 

3. Доказаны теоремы существования и единственности решений локаль-

ных и нелокальных задач склеивания для параболического и гиперболического 

8 



уравнений типа третьего порядка с одной характеристической линией измене-

ния типа; 

4. Установлены теоремы существования и единственности решений 

краевых задач для смешанных параболо-гиперболических уравнений третьего 

порядка с двумя характеристическими линиями изменения типа. 

Теоретическая и практическая значимость полученных результатов. 

Результаты диссертации, связанные с исследованием локальных и нелокальных 

краевых задач для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа 

третьего порядка, могут быть использованы для развития теории краевых задач 

уравнений в частных производных второго, третьего, четвертого и более высо-

кого порядков, а также при моделировании явлений и процессов теплообмена в 

смешанной среде, совместно-раздельных течений вязко-упругой и вязкой жид-

костей в трубе, и других процессов, происходящих в двуслойных средах с резко 

отличающимися физическими свойствами. 

Основные положения, выносимые на защиту: 

• Установление достаточных условий существования и единственности 

решений краевых задач для параболических и гиперболических уравнений 

третьего порядка с нелокальными условиями, содержащие интегральные чле-

ны; 

• Получение представления решений краевых задач для гиперболиче-

ских уравнений третьего порядка с некратными характеристиками; 

• Доказательство теоремы существования и единственности решений 

локальных и нелокальных задач склеивания для параболического и гиперболи-

ческого уравнений типа третьего порядка с одной характеристической линией 

изменения типа; 

• Доказательство теоремы существования и единственности решений 

краевых задач для смешанных параболо-гиперболических уравнений третьего 

порядка с двумя характеристическими линиями изменения типа. 
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Апробация работы. Итоги исследования регулярно докладывались и об-

суждались на конференциях, заседаниях кафедры, результаты докладывались: в 

работе школы-семинара «Фундаментальная и прикладная математика» (г. Биш-

кек, 2010 г.); на III Международной конференции «Асимптотические, тополо-

гические и компьютерные методы в математике» (Иссык-Куль, 2010 г.); на   

Международном Конгрессе «The Turkic World Mathematical Society (TWMS) 

will hold its 4th Congress» (г. Баку, Азербайджан, 2011); на IV Международной 

научной конференции «Асимптотические, топологические и компьютерные ме-

тоды в математике» (г. Бишкек, 2011 г.); на Международном Конгрессе 

«V Congress of the Turkic World Mathematicians» (Иссык-Куль, 2014 г.); на     

Международном форуме, проведенном в Иссык-Куле (с. Бостери, 2015 г.). 

Некоторые положения обсуждались также на семинаре «Уравнения в ча-

стных производных» (г. Ош, ОшГУ, 2010-2016 гг.), руководитель – д.ф.-м.н., 

профессор Сопуев А.; на межвузовском научном семинаре «Актуальные вопро-

сы теории дифференциальных уравнений» ОшГУ, руководитель – д.ф.-м.н., про-

фессор Алымкулов К. (г. Ош, 2010-2016 гг.); на семинаре по дифференциаль-

ным уравнениям, руководитель – д.ф.-м.н., профессор Алыбаев К.С. (г. Жалал-

Абад, ЖАГУ, 2010-2016 гг.). 

Публикации по теме диссертации. По теме диссертации опубликовано 8 

научных статей: [4] - [8], [54] - [56] и тезисы трех научных докладов [70] – [72]. 

Личный вклад автора в совместных работах. В совместных работах 

[54] - [56], [71, 72] постановка задачи принадлежит научному руководителю, а 

доказательство теорем существования и единственности решений, получение 

основных результатов – автору.  

Структура, объем и краткое содержание диссертации: Диссертация со-

стоит из введения, четырех глав, состоящих из 10 разделов, списка использо-

ванных источников из 72 наименований и заключения. Нумерация разделов – 

двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер раздела. 

Объем текста – 102 страницы. 
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ГЛАВА 1. ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ И РЕЗУЛЬТАТОВ 

1.1. Обзор литературы 

Краевые задачи с интегральными условиями для уравнения теплопровод-

ности впервые изучена в работе Дж.Р. Канона (J.R. Cannon) [66]. Различные 

обобщения с интегральными условиями для общего параболического уравне-

ния рассмотрены в работах Л.И. Камынина [31, 32]. Среди последующих работ 

отметим работы Н.И. Ионкина [29], В.А. Нахушевой [42], А.И. Кожанова [33], 

Л.С. Пулькиной [44, 45], О.Ю. Данилкиной [19], С.В. Жесткова [27], которых 

изучались задачи с интегральными условиями для уравнений параболического 

и гиперболического типов второго порядка. 

Краевые задачи для псевдопараболических уравнения третьего порядка с 

применением функции Римана изучены в работах Д. Колтона (D. Colton) [67], 

М.Х. Шханукова [65], В.И. Жегалова, Е.А. Уткиной, А.Н. Миронова [25, 26, 39, 

60], В.А. Водаховой [17], Н.С. Попова [43], Н.Н. Евдокимовой [24], Н.В. Бейли-

ной [11, 12], К.Г. Кожобекова [34] и других [9, 69]. 

Одним из новых разделов в теории уравнений смешанного типа является 

направление, в котором краевые задачи для уравнений смешанного типа изу-

чаются с двумя линиями изменения типа. По данной тематике занимались М.М. 

Зайнулабидов [28], М.М. Смирнов [52], К.Б. Сабитов [46], М.С. Салахитдинов, 

А.К. Уринов [48, 49], Б. Исломов [30], А. Сопуев [53], Г.Г. Шарафутдинова [64] 

и другие авторы. 

Впервые Ф. Трикоми [58] сформулирована и исследована краевая задача 

для уравнения смешанного типа второго порядка с одной линией изменения 

типа, которая в настоящее время называется задачей Трикоми. Затем С. Геллер-

стедт [68] обобщает результаты Трикоми для случая, когда данные задаются на 

характеристиках. После этих работ теория уравнений смешанного типа интен-

сивно развивалась в работах А.В. Бицадзе [14, 15], К.И. Бабенко [10], 

Ф.И. Франкля [62], Т.Д. Джураева [20, 21, 23], В.И. Жегалова [25, 26], 
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А.М. Нахушева [41], М.С. Салахитдинова [47], М.М. Смирнова [51] и других 

[35, 37]. 

Классификация и канонический вид уравнений в частных производных 

третьего порядка, линейных относительно старших производных, предложен-

ные в работе Т.Д. Джураева и Я. Попёлека [22], позволили более детально ис-

следовать краевые задачи, задачи сопряжения и свойства решений уравнений 

частных производных третьего порядка. 

В работах М.Х. Шханукова [65] для изучения краевых задач для уравне-

ний в частных производных третьего порядка вида  

),(),(),(),(),( txqutxbutxautxutxdu xxxtxxt −=++++ η  

построена и использована функция Римана. 

В.И. Жегаловым и Е.А. Уткиной [25] функция Римана для уравнения 

третьего порядка с двумя независимыми переменными вида 

feUdUcUbUaUU yxxyxxxxy =+++++  

построена другим подходом, отличающимся от подхода М.Х. Шханукова и по-

зволяющим при этом построить явный вид функции Римана в ряде частных 

случаев уравнения. 

В работах К.Г. Кожобекова [34] рассмотрены краевые задачи для сме-

шанных псевдопараболо-гиперболических уравнений третьего порядка с одной 

линией изменения типа следующего вида: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+++

>++−
=

.0,),(),(),(

0,),(),(
0

222

11

yuyxduyxcuyxbu

yuyxduyxbuu

yxxxy

xyxxx ,  

Однако краевые задачи для уравнений смешанного параболо-

гиперболических уравнений третьего порядка с двумя линиями изменения типа 

мало исследованы. 

Объектом исследования настоящей диссертационной работы является по-

становка и исследование новых локальных, нелокальных краевых задач и зада-

чи склеивания для параболических и гиперболических уравнений третьего по-

рядка с одной и двумя линиями изменения типа. 
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1.2. Обзор результатов, примыкающих к теме диссертации 

Во второй главе рассмотрены нелокальные задачи с интегральными усло-

виями для уравнения в частных производных третьего порядка, когда уравне-

ние характеристик имеет как кратные, так и некратные действительные харак-

теристики.  

В разделе 2.1 в области { }hyyxyxD <<<<= 0),(0:),( χ  (рис. 1) для 

уравнения 

,0),(),(),( =+++− uyxcuyxbuyxauyu yxy
p

xxy   (1) 

где )(),,(),,(),,( yyxcyxbyxa χ  – заданные функции, удовлетворяющие услови-

ям: 

.0)(,)(:],0[,0,0)0(,0)( 00 ≤′≤≤∈∀>>=>= yyxhypxh χχχχ ll  (2) 

изучается задача 2.1.1: найти функцию )()(),( 12 DCDCyxu +∈ I , удовлетво-

ряющую уравнение (1) в области D  и следующим условиям: 

hyydxyxuyxPyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),(),0( 1

)(

0

ϕ
χ

,    (3) 

hyydxyxuyxQyyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),()),(( 2

)(

0

ϕχ
χ

,    (4) 

l≤≤= xxxu 0),()0,( τ ,        (5) 

где )(),(),(),,(),,( 21 xyyyxQyxP τϕϕ  – заданные функции, причем 

l
l

≤≤=+ ∫ xdxxxP 0),0()()0,()0( 1
0

ϕττ .  (6) 

l  

)( yx χ=  

0x x

D  

 0

y 
При 0),(),( ≡≡ yxQyxP  задача 2.1.1 сводит-

ся к первой краевой задаче для уравнения (1). От-

метим, что из условия (2) следует, что кривая 

)( yx χ=  является монотонно не возрастающей 

функцией по  Интегральные члены в краевых .y

h 

Рис. 1. 
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условиях означают наличие усредненных измеряемых величин. 

Для решения задачи 2.1.1 сначала рассмотрим вспомогательную задачу 

для уравнения 

DyxyxfuyuuL y
p

xxy ∈=−≡ ),(),,(][     (7) 

с условиями 

,0),()0,(
,0),(),0(),(),0( 21

l≤≤=
≤≤==

xxxu
hyygyuygyu x

τ
   (8) 

где  – функции из класса , причем )(),( 21 ygyg ],0[1 hC )0()0(),0()0( 21 gg =′= ττ . 

Интегрируя тождество 

ηξξξξηξη ϑηϑϑϑϑϑ )()()()( uuuuuLuL p+−+=− ∗  

и учитывая формулу Грина, будем иметь представление решение задачи (7)-(8): 

[ ] ,),(),;,()(),0;,()(),0;,(

)0()0()(),0;,()(),0;,()(),(

00
21

21

∫∫∫ −−−

−′+−−+=
yxy

dfyxddgyxgyx

xygyyxygyyxxyxu

ηηξηξϑξηηηϑηηϑ

ττϑϑτ

δ
ηξη

ξ

 (9) 

где функция ),;,( ηξϑ yx  определяется как решение следующей сопряженной 

задачи: 

,),(,),(,),(,0)(][ ∗∗ ∈∈∈=+≡ DDDyxL p ηξηξϑηυϑ ηξξη  { }yxD <<<<=∗ ηξηξ 0,0:),(  

],,0[,),(,0),;,(),;,( yDyxxyxyx
x

∈∈==
=

ηηϑηξϑ
ξ

 

],,0[,),(,1),;,(),;,( yDyxxyxyx
x

∈∈==
=

ηηϑηξϑ ξξξ  

],,0[,),(),;,(),;,( xDyxyxyx
y

∈∈=
=

ξξωηξϑ
η

 

Здесь функция );,( ξω yx  определяется как решение задачи с начальными дан-

ными вдоль линии y=η : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

==

<<=−

=

=

.1),;,(),;,(

,0),;,(),;,(

,0,0),;,(),;,(

yxyxyyx

yxyxyyx

xyyxyyyx

x

x

p

ξξξ

ξ

ξξ

ϑξϑ

ϑξϑ

ξξϑξϑ

 

Решения указанных задач удается построить в явном виде: 

)],([),;,( 2/2/ xshyx pp −= − ξηηηξϑ   )].([);,( 2/2/ xyshyyx pp −= − ξξω
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Полагая uyxcuyxbuyxayxf yx ),(),(),(),( −−−≡  из (9), будем иметь: 

[ ]

,),(),;,(

)();,()();,(),();,(

)(),()(),(),(),(

0
2

0

0
22121

21110

∫∫

∫∫

+

++++

+++=

yx

yx

duyxCd

dgyxBgyxAduyxC

ygyxBygyxAyxuyxu

ηηξηξξ

ηηηηηξηξξ
δ

 (10) 

где  ),0()0()()0,;,()0,()(),(
0

0 ττξξτξϑξτ ′−−−= ∫ xdyxbxyxu
x

),0;,(),(),,0;,(),( 11 yyxyxByyxyxA ϑϑξ −== , 

),0;,(),0(),0;,();,(2 ηϑηηϑη ξη yxayxyxA −−= , 

),;,(),();,(),,0;,();,( 12 yyxbyxCyxyxB ξϑηξξηϑη η == , 

[ ] ).,;,(),(),(),(

),;,(),(),;,(),(),;,(2

τξϑηξηξηξ

ηξϑηξηξϑηξηξ

ηξ

ηξ

yxbac

yxbyxayxC

−−+

+−−=
 

Воспользовавшись условиями (3) и (4) из (10), получим: 

[ ]

,2,1,),(),,(),(),(

)(),()(),()()()()()(

0
6

)(

0

)(

0
5

0
24132211

∫∫∫

∫

=++

+++Φ=+

y

i

yy

i

y

iiiii

iduyHddyuyH

dgyHgyHyygyHygyH

ηηξηξξξξξ

ηηηηη

χχ  (11) 

где )6,1,2,1( == jiHij , )2,1( =Φ ii  – заданные функции, выражающиеся через 
функции ),;,( ηξϑ yx  и данные задачи 2.1.1. 

Таким образом, разрешимость задачи 2.1.1 эквивалентным образом сво-

дится к решению системы уравнений (10), (11), которая представляет собой 

замкнутую систему уравнений относительно функций . Если 

выполняется условие 

)(),(),,( 21 ygygyxu

,0
)()(
)()(

2221

1211 ≠=∆
yHyH
yHyH     (12) 

то система (11) является системой интегральных уравнений типа Вольтерра, 

допускающее единственное решение. 

15 



В частности, при 0),(),( == yxQyxP  имеем ( ) ==∆ yyB ),(1 χ  

( yyy ,0;),( )χϑ−= . Так как l≤≤<∈∀ )(0:],0[ 0 yxhy χ , то ( ) 0,0;),( >yyyχϑ . 

Следовательно, 0≠∆ . 

Таким образом, доказана 

Теорема 2.1. Если выполнены условия (2), (6) и (12), то решение задачи 

2.1.1 существует и единственно. 
y  

χ(h) В разделе 2.2 в области D , ограни-

ченная линиями ahyhx ≤≤−= 1,0  

),(,0),(),0,( 21 ll σσ −=≤≤=> hxxyhh  

 ),(0, 212 hhyhx ≥≤≤−= l ,0),( hyyx ≤≤= χ  

),(0, 0 hxxhy χ=≤≤=  рассмотрим задачу 

сопряжения для уравнений 

h

x=χ(h) D1 

ℓ 0 
x0 x 

D2 -h2 σ(ℓ) 
y=σ(x) 

-h1 Рис. 2.  

),0y(DD)y,x(,0ucubuauyu)u(L 11y1x1y
P

xxy1 >∩=∈=+++−≡   (13) 

),0y(DD)y,x(,0ucubuau)u(L 22y2x2xyy2 <∩=∈=+++≡    (14) 

где , )2,1(,,,0 => icbap iii )(),( xy σχ  – заданные функции, удовлетворяющие 

условиям 

[ ]
[ ] .)0(,0)()(:,0

,)0(,0)(,)(:,0

1,21

0

hxhxhx
yyxhy

−=≥′−≤≤−∈∀
=≤′<≤∈∀

σσσ
χχχ

l

ll
  (15) 

Задача 2.2.1. Найти функцию ∩∩∈ )()(),( 1 DCDCyxu  

[ ])()( 2
21

1
12 DCDC ++ ∪∩ , удовлетворяющую уравнению (13) и (14) в областях  

и  соответственно, нелокальным условиям 

1D

2D

hy0),y(dx)y,x(u)y,x(Q)y),y((u

,hy0),y(dx)y,x(u)y,x(P)y,0(u

2

)y(

0

1

)y(

0

≤≤=+

≤≤=+

∫

∫

ϕχ

ϕ

χ

χ

,    (16) 
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и краевым условиям 

 ,0),())(,(,0),(),0( 13 l≤≤=≤≤−= xxxxuyhyyu ψσϕ    (17) 

где )3,1i()y(),y,x(Q),y,x(P i =ϕ , )x(ψ  – заданные функции. 

Пусть 

,0),()0,(),()0,( l≤≤== xxxuxxu y ντ     (18) 

где )(),( xx ντ  – пока неизвестные функции. 

Для решения задачи 2.2.1 поступим следующим образом. Устремляя  к 

нулю из уравнения (13) имеем 

y

l≤≤=++′+′′ xxxcxxbxxax 0,0)()0,()()0,()()0,()( 111 δντν ,   (19) 

)0,x(u)x(),0,x(u)x( y== ντ  - пока неизвестные функции. 

Интегрируя дважды по  в пределах от 0 до  уравнение (19), будем 

иметь соотношение 

x x

   ,)(),()0()()()(
0

21 ∫+′+=
x

dxKxrxx ξξτξννν    (20) 

где )0(ν ′  неизвестная константа, ),(),(),( 21 ξν xKxrx  – заданные функции, вы-

ражающиеся через данные задачи 2.2.1. 

С другой стороны, интегрируя тождество 

ηξηξηξηη ϑϑϑϑϑϑ )()()()( 2222 ubuuuauuLuuL −−−−+−=− ∗ , 

по области  вычисляя полученные криволиней-

ные интегралы по границам области  с учетом условий (17) и (18), получим 

представления решения задачи 2.2.1: 

{ ,0,0:),(2 <<<<=∗ ηξηξ yxD }
∗
2D

,),(,)()0,;,()();,(

),()()0,;,()()0,;,(),(

2
00

1

1

DyxdyxdyxV

yxxxyxxxyxyxu
xx

∈++

+Φ+−=

∫∫ ξξνξϑξξτξ

νϑτϑ

ξ

η

  (21) 

где  – заданные функции, ),(),,( 11 yxVyxΦ ),;,( ηξϑ yx  - является решением сле-

дующей сопряженной задачи: 

,0)()()( 2222 =+−−−≡∗ ϑϑϑϑϑ ξηη cbaL  
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0),;,( =
= yyx ηηξϑ , ,0,1),;,( xyx

y
≤≤=

=
ξηξϑ

ηη  

),;,(),;,( 2 ηωηξϑ ξ yxyx x =
=

, ,0≤≤ ηy  

а );,(2 ηω yx  – определяется как решение задачи 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=+

==
.1),;,(,0),;,(

,0),;,(),(),;,( 2

yy xyxxyx

xyxxaxyx

ηηη

ηη

ηϑηϑ

ηϑηηϑ
 

Исключая )(xν  из (20) и (21), получим 

)0()(),()();,()()0,;,(),( 12
0

2 νξξτξτϑη ′+Φ++= ∫ xryxdyxVxxyxyxu
x

,  (22) 

где )(),,(),,,( 122 xryxyxV Φξ  – заданные функции. 

Используя второе граничное условие (17) из (22), имеем 

),0()x(r)x(d)());x(,x(V)x()0,x);x(,x( 11

x

0
2 νψξξτξστσϑη ′−+−= ∫   (23) 

где ))(,()()( 21 xxxx σψψ Φ−= . 

Если 

   ,0)0,x);x(,x(:],0[x ≠∈∀ σϑηl      (24) 

то уравнение (23) запишем в виде 

      (25) ∫+′+=
x

0
322 ,d)(),x(V)0()x(r)x()x( ξξτξνψτ

где ),(),(),( 332 ξψ xVxrx  – заданные функции. 

Обращая уравнение (25), получим 

   )0()()()( 33 νψτ ′+= xrxx ,     (26) 

где ∫+=
x

dxRxx
0

2223 ,)(),()()( ξξψξψψ   ∫+=
x

drxRxrxr
0

2223 ,)(),()()( ξξξ ),(2 ξxR  – 

резольвента ядра ),(3 ξxV . Нетрудно заметить, что из второго условия (16) вы-

текает условие согласования 

   .     (27) )0(dx)x()0,x(Q)( 2
0

ϕττ =+ ∫
l

l
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Если 

,0dx)x(r)0,x(Q)(rr
0

33 ∫ ≠+=
l

l     (28) 

тогда из (26), с учетом (27), (28), найдем 

.)()0,()()0(1)0(
0

222 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=′ ∫
l

l dxxxQ
r

ψψϕν    (29) 

Подставляя значение )0(ν ′  из (29) в (26), окончательно найдем неизвест-

ную функцию )(xτ . Тогда из формулы (20) найдем и )(xν . 

Подставляя найденные значения )(xτ  и )(xν , в представление (21) полу-

чим решение задачи 2.2.1 в области . 2D

После определения )(xτ  решение задачи 2.2.1, как и в разделе 2.1.1, сво-

дится к разрешимости системы уравнений вида 

[ ]

∫∫∫

∫

=++

+++=+

y

0
6i

)y(

0

)y(

0
5i

y

0
24i13ii22i11i

,2,1i,d),(u),,y(Hdd)y,(u),y(H

d)(g),y(H)(g),y(H)y()y(g)y(H)y(g)y(H

ηηξηξξξξη

ηηηηηΦ

χχ  

где  а )(),0(),(),0( 21 ygyuygyu x == )6,1;2,1( == jiHij  – заданные функции, раз-

решимость которого устанавливается при выполнения условия 

.0)()()()(:],0[ 21122211 ≠−∈∀ yHyHyHyHhy    (30) 

Таким образом, доказывается 

Теорема 2.2.1. Если выполняются условия (15), (24), (28), (30), тогда ре-

шение задачи 2.2.1 существует и единственно. 

В разделе 2.3 области { }hyxyxD <<+∞<<= 0,0:),(  рассмотрим урав-

нение 

),(),( yxfuyxcuu xyxxx =+− ,     (31) 

где ),(),,( yxfyxc  – заданные функции. 
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Уравнение (31) по классификации работы [22] соответствует первому ка-

ноническому виду относительно старших производных, так как уравнение ха-

рактеристик имеет одну трехкратную действительную характеристику 0=y , 

поэтому это уравнение часто называется уравнением с кратными характеристи-

ками [1]. Однако, из-за наличия члена , постановка задачи и свойства реше-

ния уравнения (1) аналогичны параболическим уравнениям. 

xyu

Задача 2.2.1. Найти в области D  непрерывное и ограниченное вместе с 

производной  решение уравнения (31), удовлетворяющее условиям xu

hyyyu ≤≤= 0),(),0( ϕ ,     (32) 

+∞<≤= xxxu 0),()0,( τ ,     (33) 

,0,0),(),(
0

>=≤≤=∫ consthyyEdxyxu α
α

   (34) 

где )y(E),x(),y( τϕ  – заданные функции, причем 

),0[)(],,0[)(),(),(),(),,( 31 +∞∈∈∈ CxhCyyEDCyxfyxc τϕ , (35) 

).0()0(),0()(
0

ϕττ
α

==∫ Edxx     (36) 

Введем обозначение 

),(),( yxyxux ϑ= .      (37) 

Пусть 

)(),0( yyux θ= ,      (38) 

где )(yθ  - пока неизвестная функция. Тогда задача 2.1.2 сводится к следующей 

задаче: 

⎩
⎨
⎧

+∞<≤=≤≤=

=−

,0),()0,(,0),(),0(

),,(

xxxhyyy

yxFyxx

τϑθϑ

ϑϑ
  (39) 

где uyxcyxfyxF ),(),(),( −= . 

Решение задачи (39) представим в виде 
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∫ ∫

∫∫
∞+

+∞

+

+′+=

y

0 0

0

y

0

,d),(F),;y,x(Gd

d)()0,;y,x(Gd)(),0;y,x(G)y,x(

ξηξηξη

ξξτξηηθηϑ ξ

  (40) 

где )y(4
)x( 2

e
)y(2

1),;y,x(G η
ξ

ηπ
ηξ −

−
−

−
=  – функция Грина уравнения теплопроводно-

сти. 

Учитывая обозначение (37), из (40) имеем 

∫∫∫
+∞

−+=
0

y

0

y

0
x ,d),(u),(c),;y,x(Gdd)(),0;y,x(G)y,x()y,x(u ξηξηξηξηηηθηΦ ξ  (41) 

где  ∫∫∫
+∞+∞

+′=
0

y

00

.d),(f),;y,x(Gdd)()0,;y,x(G)y,x( ξηξηξηξξτξΦ

Интегрируя уравнение (41) по x, будем иметь 

,d),(u),(c),;y,s(Gddsd)(),0;y,s(Gds)y,x()y,x(u
x

0

y

0 0

y

0

x

0
0 ∫ ∫ ∫∫∫

+∞

−+= ξηξηξηξηηηθηΦ ξ  (43) 

где . Учитывая свойства функции ∫+=
x

0
0 ds)y,s()y()y,x( ΦϕΦ ),;y,x(G ηξ , уравне-

ние (43) запишем в виде 

.d),(uds),;y,s(G),(cd

d)(),0;y,x(Gd
y

)(
2

1)y,x()y,x(u

y

0 0 0

y

0

y

0
0

∫ ∫ ∫

∫∫
∞+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
−

+=

ξηξηξηξη

ηηθηη
η

ηθ
π

Φ

α
  (44) 

Отсюда, используя условие (34), получим 

),y(Qd),(u),(c),;y,s(Gds)s(d2

ds),0;y,s(Gd)(2)y(Ed
y

)(

0

y

0 0

y

0 0
1

y

0

≡−−

−+=
−

∫∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

ξηξηξηξαη
α
π

ηηηθ
α
πη

η
ηθ

α

α

   

где ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫

α

Φ
α
π

0
01 ds)y,s()y(E2)y(E . Из условия согласования (36) имеем, что 

 Поэтому . .0)0(1 =E 0)0( =Q
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Обращая полученное уравнение как интегральное уравнение Абеля, по-

лучим 

∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

+

+++=

y

0 0
3

y

0 0
2

y

0
10

,d),(u),,y(Hd

d),(u),,y(Hdd)(),y(H)y()y(

ξηξηξη

ξηξηξηηηθηθθ
α

  (45) 

где ,)(1)( 1
0 ∫ −

′
=

y

dt
ty

tEy
ηπ

θ  а ),,(1 ηyH  ),,,(2 ηξyH  ),,(3 ηξyH  – заданные функции, 

выражающиеся через коэффициенты уравнения и функции ),;,( ηξyxG , удовле-

творяющие следующим оценкам: ,
y
C),y(H 1

1 η
η

−
≤  ,

y
C),,y(H 2

2 η
ηξ

−
≤  

,0,x0,
y
C

),,y(H 3
3 >>≤≤

−
≤ ββ

η
ηξ  β

η
ηξ η

ξ

>
−

≤ −
−

x,e
y
C

),,y(H )y(44
3

2

. 

Обращая уравнение (45) относительно )(yθ  как интегральное уравнение 

Вольтерра второго рода со слабой особенностью, имеем 

∫∫∫ ∫
+∞

++=
0

2
00 0

11 ,),(),;(),(),,()()( ξηξηξηξηξηξηθθ
α

duyTdduyTdyy
yy

 (46) 

где  ,),;(),(),;(),;( 221 dttHtyRyHyT
y

∫+=
η

ηξηξηξ

,),;(),(),;(),;( 332 dttHtyRyHyT
y

∫+=
η

ηξηξηξ   ,)(),()()(
0

001 dtttyRyy
y

∫+= θθθ

),( tyR  – резольвента ядра ),(1 ηyH . 

Подставляя значение )(yθ  из (46) в (44), получим 

,d),(u),;y,x(Kdd),(u),;y,x(Kd)y,x()y,x(u
0

2

y

0

y

0 0
11 ξηξηξηξηξηξηΦ

α

∫∫∫ ∫
+∞

++=   (47) 

где ),,;,(1 ηξyxK ),,;,(2 ηξyxK ),(1 yxΦ  – заданные функции. 
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Уравнение (47) представляет собой интегральное уравнение типа Вольте-

ра второго рода, существование единственного решения которого доказывается 

методом последовательных приближений. 

Таким образом, имеет место 

Теорема 2.2.1. Если выполнены условия (35) и (36), то существует един-

ственное непрерывное и ограниченное решение задачи 2.2.1. 

В разделе 3.1 в области { }hyhxyxD <<−<<= 1,0:),( l   для 

уравнений 

0,,( 1 >hhl

),0(),(,0)( 11 >∩=∈=−≡ yDDyxuuuL xyxxx      (48) 

),0(),(,0)( 2222222 <∩=∈=+++++≡ yDDyxueuducubuauuL yxxyxxxxy  (49) 

где  – заданные функции, удовлетворяющие условия гладкости  22222 ,,,, ecdba

),D(Ce)D(С)D(Сd),D(C)D(Cc

),D(С)D(Cb),D(C)D(Ca

222
10

222
01

22

2
11

222
02

22

∈∩∈∩∈

∩∈∩∈
++

++

  (50) 

изучается задача 3.1.1: найти функцию ∩∩∩∈ + )()()(),( 111 DCDCDCyxu  

)],()([ 2
12

1
03 DCDC ++ ∩∩  удовлетворяющую уравнения (48) и (49) в областях  

и  соответственно, краевые условия 

1D

2D

),(),0( 1 yyu ϕ=  )(),0( 2 yyux ϕ= , ,0),(),( 3 hyyyu ≤≤=ϕl  (51) 

)(),0( 1 yyu χ= , ),(),0( 2 yyux χ=  01 ≤≤− yh    (52) 

и условиям сопряжения 

),0,()0,( +=− xuxu  ,0),0,()0,( l≤≤+=− xxuxu yy   (53) 

где )2,1()(),3,1()( == jyiy ji χϕ  – заданные гладкие функции, удовлетворяющие 

условия гладкости 

)2,1i(]0,h[C)y(],h,0[C)y(],h,0[C)y(),y( 1
1

i
1

2
2

31 =−∈∈∈ χϕϕϕ   (54) 

и условиям согласования 

).0()0(),0()0(),0()0( 221111 χϕχϕχϕ =′=′=    (55) 
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Как было отмечено в разделе 2.1, уравнение (48) называется уравнением с 

кратными характеристиками, имеющим действительную характеристику 0=y . 

Уравнение (49) часто называется псевдопараболическим уравнением. Это урав-

нение имеет двукратную действительную характеристику  и однократную 

характеристику 

0=y

0=x . Поэтому в задаче 3.1.1 линия 0=y  является двукратной 

характеристикой для обоих уравнений. 

Введем обозначения 

,0),()0,()0,(),()0,()0,( l≤≤=+=−=+=− xxxuxuxxuxu yy ντ  

где )(),( xx ντ  – пока неизвестные функции. 

Записав уравнение (48) в виде  

)()( 1 yyuu yxx ϕω ′−=− ,      (56) 

где )(yω  – неизвестная функция, и при  имеем функциональное соотно-

шение между 

0→y

)(xτ  и )(xν : 

).0()0()()( 1ϕωντ ′−=−′′ xx     (57) 

Для получения второго функционального соотношения между )(xτ  и 

)(xν  рассмотрим следующую вспомогательную задачу: найти функцию 

,)()()(),( 2
12

2
11

2
1 DCDСDCyxu ++ ∩∩∈  удовлетворяющую уравнение (49), крае-

вые условия (52) и начальное условие .0),()0,( l≤≤= xxxu τ  

Методом сопряженных задач, примененным в разделе 2.1, получим пред-

ставление вспомогательной задачи в виде 

[ ] ,)();,()();,()(),0;,()();,(

)();,()()0,;,(),(

0
1121211

0
1

∫

∫

++′−′+

++=

y

x

dyxEyxCyxyxb

dyxAxxyxyxu

ηηχηηχηηχηϑηχη

ξξτξτϑξ
 (58) 

где  [ ] ),0,;,()0,()0,;,()0,()0,;,();,( 221 ξϑξξϑξξϑξ ξξξ yxdyxbyxyxA −+−=  

),,0;,(),0(),0;,();,( 21 ηϑηηϑη ξ yxbyxyxB −=  ),,0;,(),0();,( 21 ηϑη yxyayxC −=  

24 



).,0;,(),0(),0;,(),0(),0([);,( 2221 ηϑηηϑηηη ξξ yxayxCayxE +−=  

Здесь функция ),,,( ηξϑ yx  – является решением следующей задачи: 

,x0),;y,x(|),;y,x(

;0y,dt)t,x(aexp|),;y,x(,0|),;y,x(

},0y,x0:)y,x{(D),(

,0e)d()c()b()a()),;y,x((L

1y

y
2xx

*
2

22222
*

),(2

≤≤=

≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

<<<<=∈

=+−−++−≡

=

== ∫
ξξθηξϑ

ηηξϑηξϑ

ηξηξ

ϑϑϑϑϑϑηξϑ

η

η

ξξξ

ηξξηξξξξηηξ

 (59) 

где );,(1 ξθ yx  – однозначно определяется как решение следующей начальной 

задачи: 

.1),;,(,0),;,(

,0,0),;,(),()],;,(),([),;,( 22

==

<<=+−

== xx
yyxyyx

xyyxydyyxybyyx

ξξξ

ξξξ

ξϑξϑ

ξξϑξξϑξξϑ
  

При выполнении условия (50) однозначная разрешимость задачи (59) ус-

танавливается методом интегральных уравнений. 

Вычислив производную по  от y ),( yxu  с использованием формулы (58), 

затем устремляя  к нулю, имеем соотношение между y )(xτ  и )(xν : 

),()();0,()()0,;0,()( 1
0

1 xgdxAxxxx
x

yy ++= ∫ ξξτξτϑν ξ   (60) 

где ).0()0,0,()0()0,0,()0()0,0;0,()0()0,0,()( 11212111 χχχϑχ xExCxxBxg ++′−′=  

Исключая )(xν  из (57) и (60), получим 

),(~)(),(~)()()0()( 1
0

11 xgdxAxxax
x

+++=′′ ∫ ξξτξτωτ   (61) 

где ),0,;0,()(),0()()(~
1111 xxxaxgxg yξϑϕ =′−=  ),;0,(),(~

11 ξξ xAxA y=  а )0(ω  – неизвестная 

константа. 

Решение уравнения (61) при начальных условиях 

)0()0(),0()0( 21 χτχτ =′=  

представим в виде 

 ),()(),()0(
2
1)( 2

0
2

2 xgdxAxx
x

++= ∫ ξξτξωτ    (62) 
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где   ,),(~)())((),( 112 ∫ −+−=
x

dttAtxxaxA
ξ

ξξξξ .)(~)()0()0()(
0

1212 ∫ −++=
x

dttgtxxxg χχ

Если учесть условие согласования )0()( 2ϕτ =l , то из (62) можно опреде-

лить :)0(ω  

[ ] ∫−−=
l

l
l

l
l 0

122222 )(),(2)()0(2)0( ξξτξϕω dAg . 

Тогда из (62) получим следующее интегральное уравнение для )(xτ : 

   ,)(),()(),()()(
0

122

2

0
23 ∫∫ −+=

l

l
l

ξξτξξξτξτ dAxdxAxgx
x

 (63) 

где .)]()([1)()( 2
22223 xegoxgxg −+= ϕ

l
 После обращения вольтерровской части 

уравнения (44) приходим к уравнению Фредгольма второго рода 

        (64) ,)(),()()(
0
∫+=
l

ξξτξτ dxHxgx

где [ ] ),()(1),( 2
2

10
2

2 ξξ l
l

AttxRxxH x∫+−= , ,  – резоль-

вента ядра  

∫+=
x

dgxRxgxg
0

33 )(),()()( ξξξ ),( txR

).,(2 txA

Согласно общей теории интегральных уравнений, если  

      1<Hl ,     (65) 

где ),(max
,0

ξ
ξ

xHH
x l≤≤

= , то уравнение (64) имеет единственное решение. 

Для решения задачи 3.1.1 в области  поступим следующим образом. 

Представим решение уравнения (56), удовлетворяющее краевые условия 

1
D

)()0,(),(),(),(),0( 32 xxuyyuyyux τϕϕ === l  

в виде  

,d),;y,x(Gd)(d),;y,x(Gd)(

d)()0,;y,x(Gd)(),;y,x(Gd)(),0;y,x(G)y,x(u

0
2

y

0
1

0
2

y

0

0
2

y

0
32

y

0
22

∫∫∫∫

∫∫∫

′+−

−+−−=

ll

l

l

ξηξηηϕξηξηηω

ξξτξηηϕηηηϕη ξ

 (66) 
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где ),;,(2 ηξyxG  – функция Грина смешанной задачи для уравнения теплопро-

водности. Из (66), с помощью условия ),(),0( 1 yyu ϕ=  получаем интегральное 

уравнение 

         (67) ),()(),(
0

yrdyK
y

=∫ ηηωη

где ,),,(2),(
0

2

0

2

∫∫ +=
−

−
l

l

l ξηξ
π

η
η

dyqdsyK
y

s  )(yr  – известная функция, выражающаяся 

через данные задачи и функции Грина. 

Если учесть, что ,1),(lim =
→

η
η

yK
y

 то из (67) путем дифференцирования по-

лучим интегральное уравнение Вольтерра второго рода 

),()(),()(
0

yrdyKy
y

y ′=+ ∫ ηηωηω  

допускающее однозначное решение. Подставляя найденную функцию )(yω  в 

(66), получим решение задачи 3.1.1 в области . 1D

 Таким образом, доказана 

Теорема 3.1.1. Если выполняются условия (50), (54), (55) и (65), то реше-

ние задачи 3.1.1 существует и единственно. 

В разделе 3.2 для уравнений вида 

1yxxxy1 D)y,x(,0u)y,x(cu)y,x(buy)a(x,u)u(L ∈=+++≡ ,    (68) 

2yyxxx2 D)y,x(,0uu)u(L ∈=−≡ ,       (69) 

где }0,0:),{( 11 hyxyxD <<<<= l , },0,0:),{( 22 <<−<<= yhxyxD l ,0,, 21 >hhl  

а , рассматривается краевая задача 3.2.1: найти в области  функ-

цию 

21 DDD ∪= D

)]()([)()(),( 2
23

1
121 DCDCDCDCyxu ++ ∪∩∩∈ , удовлетворяющую уравне-

ние (68) в области , а в области  - уравнение (69), а также же краевые 

условия: 

1D 2D

121 0),(),(),(),0( hyyyuyyu ≤≤== ϕϕ l ,     (70) 
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,0),(),(
,0),(),(),(),(),(),0(

2

2321

l

ll

≤≤=−
≤≤−===

xxhxu
yhyyuyyuyyu x

ψ
χχχ

 (71) 

где )3,1j()y(),2,1i()y( ji == χϕ  –  заданные функции, причем 

),3,1j(]0,h[C)y(),2,1i(]h,0[C)y( 2
1

j1
1

i =−∈=∈ χϕ    (72) 

)1,0k;2,1i()0()0(

),h()(),h()0(
)k(

i
)k(

i

2221

===

−=−=

χϕ

χψχψ l
.    (73) 

Отметим, что из постановки задачи 3.2.1 вытекают следующие условия со-

пряжения на линии ),0,()0,(:0 −=+= xuxuy  l≤≤−=+ xxuxu yy 0),0,()0,( . 

Относительно коэффициентов уравнения (68) предполагается выполнение 

следующих условий: 

)(),(),()(),(b),()(),( 11
10

11
01

1 DCyxcDCDCyxDCDCyxa ∈∩∈∩∈ ++ . (74) 

Введем обозначения 

l≤≤== xxxuxxu y 0),()0,(),()0,( ντ ,    (75) 

где )(xτ , )(xν  – пока неизвестные функции. 

Тогда в силу (73) имеем следующие условия согласования 

),0()0()(),0()(),0()0()0( 22311 χϕτχτχϕτ ===′== ll   (76) 

).0()0()(),0()0()0( 2211 χϕνχϕν ′=′=′=′= l     (77) 

Переходя к пределу при 0+→y  в уравнении (68), имеем 

l<<=++′+′′ xxxcxxbxxax 0,0)()0,()()0,()()0,()( τντν . (78) 

Основным результатом раздела 3.2 является доказательство теоремы един-

ственности решения задачи 3.2.1. 

Теорема 3.2.1. Если выполняются условия (72), (73), (74), (76), (77) и  

0)0,(:],0[ ≠∈∀ xcx l ,     (79) 

0
)0,x(c

)0,x(b1,0)0,x(a:],0[x ≤
−

≠∈∀ l ,    (80) 

⎭
⎬
⎫

≥−+∈∀
≤∈∀

,0)y,x(c2)y,x(b)y,x(a:D)y,x(
,0)h,x(b:],0[x

y1

1l    (81) 

то задача 3.2.1 имеет единственное решение. 
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В разделе 4.1 в области , ограниченной отрезками прямых 

 

D

,=0,= 1hyx − ,0)>,,,(0,=,=,=,= 111 hhyxhyx llll −  рассмотрим задачи 

сопряжения для уравнений  

,),(0,=)( 1111 DyxuduauuuL xxyxxx ∈++−≡     (82) 

,),(0,=)( 2222222 DyxueuducubuauuL yxxyxxxxy ∈+++++≡   (83) 

,),(0,=)( 3333333 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡   (84) 

где 2,3)=,1,3=(,,,,, jiecbda jjjii  – заданные функции, а  0),>y0,>x(D=D1 ∩

0)>y0,<x(D=D0),<y0,>x(D=D 32 ∩∩ . 

Относительно коэффициентов предполагаем следующее: 

2,3)=()(),()(),()(
),()(),()(

),()(),()(),(,

1001
3

20
333

11
33

2
11

222
02

22111

jDCeDCDCdDCDCc
DCDCbDCDCa

DCDCbDCDCaDCda

jjjjjjjj ∈∩∈∩∈
∩∈∩∈

∩∈∩∈∈

++

++

++

 (85) 

Задача 4.1.1. Найти функцию ∪∩∈ + )D(C[)D(C)y,x(u 1
11

j  

 , удовлетворяющую уравнения (82), (83) и (84) в 

областях ,  и  соответственно, краевые условия 

,C)]D(C 03
3

21 ++ ∩∪ 3),1,2=(i

1D 2D 3D

  
0x),x(=,0)x(u),x(=,0)x(u
0,yh),y(=)y(0,u),y(=)y(0,u

,hy),0y(=)y,(u),y(=)y,(u

12y1

12x1

211

≤≤−
≤≤−
≤≤−

l

ll

ψψ
χχ
ϕϕ

   (86) 

и условия сопряжения 

  
,hy),0y0,(u=)y0,(u),y0,(u=)y0,(u

,x0),0,x(u=0),x(u0),,x(u=0),x(u

xx

yy

≤≤+−+−

≤≤+−+− l
  (87) 

где 1,2)=()(),(),( ixyy iii ψχϕ  – заданные гладкие функции, причем  

     (88) 
1,2);=(,0][)(,0],[)(

],[0,)(],[0,)(

1
1

1
1

1
2

2
1

iCxhCy
hCyhCy

ii l−∈−∈
∈∈

ψχ
ϕϕ

  
(0).=(0)(0),=(0)

(0),=(0)(0),=(0)),(=(0)

2221

1211111

χψχψ
χψχψψϕ

′′′
′−l

   (89) 
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Введем следующие обозначения: 

,),0(=)0,(=)0,(),(=)0,(=)0,(
,),0(=)0,(=)0,(),(=)0,(=)0,(

22

22

hyyyuyuyyuyu
hyyyuyuyyuyu

xx

xx

≤≤+−+−
≤≤+−+−

ντ
ντ

  (90) 

где )(),(),(),( 2121 yxyx ννττ  – пока неизвестные функции.  

Доказательство существования и единственности решений задач 4.1.1 ус-

танавливается по следующему алгоритму:  

1) Построим представление решения задачи 4.1.1 в области  в виде 2D

,d)]();y,x(E)();y,x(C)();0,y,x()();y,x(B[

d)();y,x(A)x(,0)x;y,x(=)y,x(u

1121211

y

0

11

x

0
1

ηηχηηχηηχηυηχη

ξξτξτυξ

++′−′+

++

∫

∫
 (91) 

где ),;y,x(A1 ξ ,);y,x(B1 η ,);y,x(C1 η ,);y,x(E1 η  а ),;,( ηξυ yx  – является 

решением следующей задачи:  

,x),0;y,x(=|),;y,x(

0,y,dt)t,x(aexp=|),;y,x(0,=|),;y,x(

,D),(0,=e)d()c()b()a()(L

1y=

2
y

x=x=

*
222222

*
2

≤≤

≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∈+−−++−≡

∫

ξξθηξυ

ηηξυηξυ

ηξυυυυυυυ

η

η

ξξξ

ηξξηξξξξη

    (92) 

где );,(1 ξθ yx  – решение следующей задачи Коши: 

1.=|),;,(0,=|),;,(
,<<0,0=),;,(),()],;,(),([),;,(

==

22

xx yyxyyx
xyyxydyyxybyyx

ξξξ

ξξξ

ξυξυ
ξξυξξυξξυ +−

   (93) 

Отметим, что задача (92) – (93) решается эквивалентным сведением к 

интегральному уравнению Вольтерра вида  

,),;,(),,(

),;,(),(),;,(),,(=),;,( 2

dttsyxtsCds

dttyxtadssyxsBxyx

yx

yx

υξ

ξυξηυηξξηξυ

ηξ

ηξ

∫∫

∫∫

+

+++−

 

где ),()(),(=),,(),,()(),(=),,( 2222 tsestsctsCsdssbsB −+−−− ξξηξηηξ , которое 

допускает единственное решение из класса . )( *
2

12 DC +
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2) Из (91) найдем соотношение между )(1 xτ  и )(1 xν , полученное из 

области : 2D

),()(),0;()(,0),0;(=)( 111
0

11 xgdxAxxxx y

x

y ++ ∫ ξξτξτυν ξ    (94) 

где (0).,0,0)((0),0,0)((0),0;0,0)((0),0,0)(=)( 21212111 χχχυχ xExCxxBxg ++′−′  

3) Найдем соотношение между )(1 xτ  и )(1 xν , принесенное из области . 

Для этого, интегрируя уравнение (82) в пределах от 0 до ,

1D

x  имеем 

),,(),(),(~),()(= 01
0

1 yxTdyuyduyxayuu
x

yxx ++−− ∫ ξξξω   (95) 

).()()(0,=),(),,(),(=),(~
2210111 yyyayxTydyayd ττξξξ ξ ′−−  

Отсюда, переходя к пределу при ,0+→y  получим соотношение между 

)(1 xτ  и )(1 xν : 

,0).()(,0)(~)(,0)((0)=)()( 011
0

1111 xTddxxaxx
x

++−−′′ ∫ ξξτξτωντ   (95) 

4) Исключая )(1 xν  из (94) и (95), получим интегральное уравнение 

,)(),()(=)( 11
0

1 ξξτξτ dxHxgx ∫+
l

    (96) 

где )x(g),,x(H1 ξ  – заданные функции. 

Если 

1,<Hl      (97) 

то уравнение (96) имеет единственное решение, где .),(max= 1
,0

ξ
ξ

xHH
x l≤≤

 

5) Построим решение задачи 4.1.1 в области  представимое в виде  ,3D

,)]();,()();,()(,0);,(

)();,([)();,()();0,,(=),(

12222

12
0

22
0

2

ξξψξξψξξψξ

ξψξηητητη

dyxEyxCyxw

yxBdyxAyyyxwyxu
xy

++′−

−′++ ∫∫  (98) 
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где ,);y,x(A2 ξ  ),;y,x(B2 ξ  ),;y,x(C3 ξ  );y,x(E2 ξ  – известные функции, 

выражающиеся через коэффициенты уравнения (84) и функции ),;,( ηξyxw , 

которые определяются как решение задачи: 

,);y,x(=|),;y,x(w

0,x,ds)y,s(bexp=|),;y,x(w0,=|),;y,x(w

},y<<00,<<x:),{(=D),(

0,=we)wd()wc()wb()wa(w)w(L

2x=

3
x

y=y=

*
3

33333
*
3

ηθηξ

ξηξηξ

ηξηξηξ

ξ

ξ

ηηη

ηξηηξηξηη

≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∈

+−−++−≡

∫
  (99) 

где );,(2 ηθ yx  – решение следующей начальной задачи:  

 
1.=|),x;y,x(w0,=|),x;y,x(w

,y<<0,0=w),x(c]w),x(a[),x;y,x(w

0=0=

33

ηηη

ηηη

ηη

ηηηη +−
   (100) 

При выполнении условий (85) решение задачи (99), (100) существует и 

единственно. 

6) Используя первое условие (85) и учитывая, что , из 

(4.1.32) получим 

0>);0,,( 1 yyw l−η

,)(),()(=)( 22
0

2 ηητηγτ dyHyy
y

∫+     (101) 

где )x(),,y(H2 γη  – известные функции. 

 7) Определив )(2 yτ  из (101), однозначно находим решение задачи 4.1.1 в 

области  по формуле (98). Тогда и можно определить 3D )(0,=)(2 yuy xν . 

8) Найдем решение задачи 4.1.1 в области . Для этого решение 

уравнения (95), удовлетворяющее условия 

1D

,x),0x(=,0)x(u,hy),0y(=)y,(u),y(=)y(0,u 122x ll ≤≤≤≤ τϕν  

представим в виде 

),,(),(),;,()(),,(=),( 11
000

yxTduyxKddyxMyxu
yy

++− ∫∫∫ ηηξηξξηηωη
l

  (102) 

где )y,x(T,),;y,x(K,),y,x(M 11 ηξη  – известные функции. 
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9) Используя условие )(=)(0, 2 yyu τ  из (102), получим интегральное 

уравнение для )y(ω : 

,d),(u),;y(0,Kd)y(r=d)(),y(0,M)y( y1

y

00
0y

y

0

ηηξηξξηηωηω ∫∫∫ +′+
l

 

обращение которого имеет вид 

     (103) .),(),,()(=)( 2
00

ηηξηξξω duyKdyry
y

∫∫+
l

10) Исключая )(yω  из (103) и (102) относительно ,),( yxu  получим 

интегральное уравнение типа Вольтерра: 

,),(),;,(),(=),(
00

ηηξηξξ duyxKdyxTyxu
y

∫∫+
l

   (104) 

где ),,;y,x(K ηξ  )y,x(T  – известные функции, которые допускают единствен-

ное решение. 

Таким образом, доказана 

Теорема 4.1.1. Если выполняются условия (85), (88), (89) и (97), то задача 

4.1.1 имеет единственное решение. 

В разделе 4.2 в области , ограниченной отрезками прямых D

0),>,,,(0=,=,=,=,=0,= 1111 llll hhyxhyxhyx −−  рассмотрим задачу 

сопряжения для уравнений 

,),(0,=)( 1111 DyxuduauuuL xxyxxx ∈++−≡     (105) 

,),(0,=)( 2222222 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡  (106) 

,),(0,=)( 3333333 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡   (107) 

где 2,3)=,1,3=(,,,, jiecbda jjjii  – заданные функции, а  0),>0,>(=1 yxDD ∩

0).>0,<(=0),<0,>(= 32 yxDDyxDD ∩∩  

В области  уравнения (105) – (107) можно рассматривать как уравнения 

третьего порядка с разрывными коэффициентами. Поэтому на линиях  и 

D
0=y

0=x  потребуем выполнения условия сопряжений: 
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,0),0,(=0),(0),,(=0),( l≤≤+−+− xxuxuxuxu yy     (108) 

.),00,(=)0,(),0,(=)0,( hyyuyuyuyu xx ≤≤+−+−     (109) 

Относительно коэффициентов предполагаем следующее: 

).(),()(
),()(),()(

),()(),(),()(
),()(),()(

),()(),(),(

333
10

33

3
01

333
20

33

3
11

33222
10

22

2
01

222
20

22

2
11

22111
01

1

DCeDCDCd
DCDCcDCDCb

DCDCaDCeDCDCd
DCDCcDCDCb

DCDCaDCdDCa

∈∩∈
∩∈∩∈

∩∈∈∩∩∈
∩∈∩∈
∩∈∈∈

+

++

++

++

++

  (110) 

Задача 4.2.1. В области D  найти функцию ∩∈ )(),( DCyxu  

 удовлетворяющую уравнения (105), 

(106) и (107) в областях  и  соответственно, условия сопряжений 

(108), (109) и краевым условиям 

2,3),=()()]()([ 1
0321

1
11 iDCDCDC i

+++ ∩∪∩

21, DD 3D

,),0(=),(0,),(=)(0,

0,),(=,0)(),(=,0)(
,),0(=),(),(=),(

311

121

211

l

l

ll

≤≤−≤≤−

≤≤−
≤≤−

xxhxuyhyyu

xxxuxxu
hyyyuyyu

y

ψχ

ψψ
ϕϕ

  (111) 

где )(),1,3=()(1,2),=()( yjxiy ji χψϕ  – заданные функции, причем 

,0],[)(],[0,)(
1,2),=(,0][)(],[0,)(],[0,)(

1
21

3

12
2

1
1

hCyCx
iCxhCyhCy i

−∈∈
−∈∈∈

χψ
ψϕϕ

l

l
  (112) 

(0).=)((0),=(0)),(=(0)(0),=(0) 3121121 ψχχψψϕχψ h−′−l   (113) 

Для решения задачи 4.2.1 введем следующие обозначения 

,),0(=0),(=0),(),(=0),(=0),( 11 l≤≤+−+− xxxuxuxxuxu yy ντ   (114) 

,),0(=)0,(=)0,(),(=)0,(=)0,( 22 hyyyuyuyyuyu xx ≤≤+−+− ντ   (115) 

где )1,2=(, iii ντ  – пока неизвестные функции. 

Алгоритм решения задачи 4.2.1 такой же, как и в задаче 4.1.1. 

1) Методом получения соотношений из областей  и  между функ-

циями 

1D 2D

)x(2τ  и ),(1 xν  при выполнении условия 
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0,),(),(:,0][][0, 221 ≥+−∈∀∈∀ yxycyxahyx l     (116) 

придем к интегральному уравнению Фредгольма второго рода на линии 0y =  

,)(),()(=)( 1
0

1 dtttxKxx ττ ∫+Ψ
l

     (117) 

которая имеет единственное решение, если 

  1,<Kl       (118) 

где ,),(max=
,0

txKK
tx l≤≤

 а функции )t,x(K  и )x(Ψ  выражаются через данные за-

дачи 4.2.1. 

 2) Аналогичным образом, при выполнении условия 

0,),(:),( 33 ≥∈∀ yxbDyx      (119) 

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода 0x =  

,d)(),y(K)y(=)y( 2

y

0
2 ηητηΦτ ∫+  

допускающее единственное решение, где )y(),,y(K Φη  – заданные функции, 

выражающиеся через данные задачи 4.2.1. 

3) Определив из (117), (119) функции )y(1τ , )y(2τ  соответственно, для 

),( yxu  будем иметь интегральное уравнение типа Вольтерра второго рода 

,d),(u),;y,x(Kd)y,x(T=)y,x(u
y

00

ηηξηξξ ∫∫+
l

 

допускающее единственное решение. Здесь ),;y,x(K),y,x(T ηξ  – известные 

функции, выражающиеся через данные задачи 4.2.1. Тем самым даказывается 

Теорема 4.2.1. Если выполняются условия (110), (112), (113), (116), (118) 

и (119), то решение задачи 4.2.1 существует и единственно. 

В разделе 4.3 в области D , ограниченной отрезками прямых 

},0,0:),{( 11 ≤≤−== yhxyxAA  },0,:),{( 111 l≤≤−== xhyyxBA  

},0,:),{( 11 ≤≤−== yhxyxBB l  },0,:),{(0 hyxyxBB ≤≤== l  
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},0,:),{(00 l≤≤== xhyyxAB  },0,:),{( 100 ≤≤−== xhyyxCA l  

},0,:),{( 10 hyxyxCC ≤≤−== l },0,0:),{( 1 ≤≤−== xyyxCA l   0)hh,,,( 11 >ll

рассматривается краевая задача для смешанно-псевдопараболических уравне-

ний с двумя линиями изменения типа 

,D)y,x(0uu)u(L 1xyxxx1 ∈=−≡ ,       (120) 

,D)y,x(0u)y,x(du)y,x(bu)u(L 2yxy1xxy2 ∈=++≡ ,    (121) 

,D)y,x(0u)y,x(cu)y,x(bu)u(L 3xxy2xyy3 ∈=++≡ ,    (122) 

где  – заданные функции, а cdibi ,),2,1( = ,0)y0,(xDD1 >>∩=  

, 0)y0,(xDD2 <>∩= 0)y0,(xDD3 ><∩= . 

Задача 4.3.1. Найти функцию ∪∩∈ + )([)(),( 1
111 DCDCyxu  

, )]()( 3
21

2
12 DCDC ++ ∪∪ )( 1DCuxxx ∈ , удовлетворяющую уравнения (120), (121) и 

(122) в областях  и  соответственно, краевые условия 21, DD 3D

,0),(),(),(),( 1211 hyyyuyyu ≤≤==− ϕϕ ll  

,0),(),0(),(),0( 221 ≤≤−== yhyyuyyu x χχ  

0x),x()0,x(u),x()0,x(u 12y1 ≤≤−== lψψ  

и условия сопряжения 

l≤≤+=−+=− xxuxuxuxu yy 0),0,()0,(),0,()0,( , 

hyyuyuyuyu xx ≤≤+=−+=− 0),,0(),0(),,0(),0(  

где )2,1()(),(),( =ixyy iii ψχϕ  – заданные гладкие функции, причем 

         
),2,1(]0,[)(],0,[)(

],,0[)(],,0[)(

1
1

1
1

1
2

2
1

=−∈−∈

∈∈

iCxhCy

hCyhCy

ii lψχ

ϕϕ

       
).0()0(),0()0(),0()0(

),0()0(),()0(

222112

11111

χψχψχψ
χψψϕ

′=′=′′=
=−= l

    

Доказательство теоремы существования и единственности решения зада-

чи 4.3.1 установливается методом, изложенным в разделе 4.1.1. 
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ГЛАВА 2. НЕЛОКАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УС-

ЛОВИЯМИ ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА  

В данной главе рассматриваются нелокальные краевые задачи для пара-

боло-гиперболических уравнений третьего порядка с интегральным условием. 

Нелокальными условиями назовем такие условия, которые задают неко-

торую связь между значениями искомого решения в различных точках грани-

цы, либо в точках границы и внутренних точках, либо только во внутренних 

точках области. Задачи с нелокальными условиями называются нелокальными 

задачами. В данной главе под нелокальным условием подразумеваются усло-

вия, когда значения искомой функции связываются через интегралы. 

2.1. Краевые задачи для гиперболического уравнения третьего по-

рядка с интегральными условиями 

2.1.1. Постановка задачи. Математическая постановка ряда прикладных 

задач, где измеряются некоторые усредненные (интегральные) характеристики 

величин, сводятся к задачам для уравнений в частных производных. 

В области { hyyxyxD }<<<<= 0),(0:),( χ  (рис. 2.1.1) рассмотрим урав-

нение 

,0),(),(),( =+++− uyxcuyxbuyxauyu yxy
p

xxy   (2.1.1) 

где )(),,(),,(),,( yyxcyxbyxa χ  – заданные функции, причем потребуем выпол-

нения следующих условий: 

.0)(,)(:],0[
,0,0)0(,0)(

0

0

≤′≤≤∈∀
>>=>=
yyxhy

pxh
χχ

χχ
l

l
    (2.1.2) 

Через  обозначим класс функций, имеющих непрерывные производ-

ные  вида . 

mnC +

)...,,1,0;...,,1,0(/ msnryx srsr ==∂∂∂ +
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Задача 2.1.1. Требуется найти функцию ),()(),( 12 DCDCyxu +∈ I  удовле-

творяющую уравнение (2.1.1) в области  и следующие условия: D

hyydxyxuyxPyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),(),0( 1

)(

0

ϕ
χ

,   (2.1.3) 

hyydxyxuyxQyyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),()),(( 2

)(

0

ϕχ
χ

,   (2.1.4) 

l≤≤= xxxu 0),()0,( τ ,       (2.1.5) 

где )(),(),(),,(),,( 21 xyyyxQyxP τϕϕ  – заданные функции, причем 

l
l

≤≤=+ ∫ xdxxxP 0),0()()0,()0( 1
0

ϕττ .  (2.1.6) 

При 0),(),( ≡≡ yxQyxP  задача 2.1.1 сводится к первой краевой задаче 

для уравнения (2.1.1). Отметим, что из условия (2.1.2) следует, что кривая 

)(yx χ=   является монотонно не возрастающей функцией по . y

l  

)( yx χ=

0x  x

D  

0 

y  

 

 

 

 

2.1.2. Сначала рассмотрим задачу: найти решение уравнения 

0A

∗D  

l  

)(ηχξ =  

Рис. 2.1.2. 

η C 

A B 

0 

δ  

xε ξ  

h 
y

Рис. 2.1.1. 

DyxyxfuyuuL y
p

xxy ∈=−≡ ),(),,(][     (2.1.7) 

с условиями 

,0),(),0(),(),0( 21 hyygyuygyu x ≤≤==    (2.1.8) 

,0),()0,( l≤≤= xxxu τ       (2.1.9) 

где  – функции из класса , причем )(),( 21 ygyg ],0[1 hC )0()0(),0()0( 21 gg =′= ττ . 

Пусть . В области { yxD <<<<=∗ ηξηξ 0,0:),( } *D  рассмотрим задачу: 

,),(,),(,),(,0)(][ ∗∗ ∈∈∈=+≡ DDDyxL p ηξηξϑηυϑ ηξξη   (2.1.10) 
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],,0[,),(,0),;,(),;,( yDyxxyxyx
x

∈∈==
=

ηηϑηξϑ
ξ

   (2.1.11) 

],,0[,),(,1),;,(),;,( yDyxxyxyx
x

∈∈==
=

ηηϑηξϑ ξξξ    (2.1.12) 

].,0[,),(),;,(),;,( xDyxyxyx
y

∈∈=
=

ξξωηξϑ
η

    (2.1.13) 

Функцию );,( ξω yx  определим как решение задачи с данными вдоль ли-

нии y=η : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

==

==

<<=−

=

=

.1),;,(),;,(

,0),;,(),;,(

,0,0),;,(),;,(

yxyxyyx

yxyxyyx

xyyxyyyx

x

x

p

ξξξ

ξ

ξξ

ϑξϑ

ϑξϑ

ξξϑξϑ

   (2.1.14) 

Решение задачи (2.1.14) представимо в виде: 

).;,()]([),;,( 2/2/ ξωξηξϑ yxxyshyyx pp ≡−= −    (2.1.15) 

Тогда решение задачи (2.1.10) – ( 2.1.13) записывается следующим обра-

зом: 

)].([),;,( 2/2/ xshyx pp −= − ξηηηξϑ     (2.1.16) 

Отметим некоторые свойства функции ),;,( ηξϑ yx : 

xyx −= ξξϑ )0,;,( , xx −=)0,0;0,(ϑ , 0),;,( =ηϑη xyx , hxyx ≤<= ηηϑξη 0,0),;,( . 

Пусть означает квадрат с вершинами ∗
εδD ),,(),,(),,(),,( 0 yAyxCxBA εδδε  

где ),( yxC  – произвольная точка области  (Рис. 2.1.2). Выберем произволь-

ную функцию 

D

),;,( ηξϑ yx  из класса  ).(12 DC +

Интегрируя тождество 

ηξξξξηξη ϑηϑϑϑϑϑ )()()()( uuuuuLuL p+−+=− ∗  

по области  и учитывая формулу Грина, будем иметь ∗
δεD

.d)uu(d)uu(dd)](uL)u(L[
D

p

D

ηϑϑξϑηϑηξϑϑ ξηξηξξ

δεδε

+++=− ∫∫∫
∗∗ ∂

 (2.1.17) 

Осуществляя интегрирование по границам области  получим ,∗
δεD
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[ ]

[ ] ∫∫∫

∫

−−+

+−−−

−++−=

yxy

y

dfyxdduyxuyx

dxuxyxyxuxyxuyx

xuxyxuyxyuyyxyuyyxyxu

δεδ
ξηξη

δ
ξηξηξ

ξξξ

ηηξηξϑξηηεηεϑηεηεϑ

ηηηϑηϑδεδεϑ

δδϑδξδεϑεεϑεεϑ

.),(),;,(),(),;,(),(),;,(

),(),;,(),(),;,(),(),;,(

),(),;,(),(),;,(),(),;,(),(),;,(),(

 

Далее, устремляя δ  и ε к нулю и учитывая условия (2.1.8), (2.1.9) придем 

к представлению задачи через функции :),;,( ηξϑ yx  

[ ] .d),(f),;y,x(dd)(g),0;y,x()(g),0;y,x(

)0(x)0()y(g)y,0;y,x()y(g)y,0;y,x()x()y,x(u
y

0

x

0

y

21

21

∫∫∫ −−−

−′+−−+=

ηηξηξϑξηηηϑηηϑ

ττϑϑτ

δ
ηξη

ξ

 (2.1.18) 

2.1.3. Сведение задачи 2.1.1 к системе интегральных уравнений. Пола-

гая uyxcuyxbuyxayxf yx ),(),(),(),( −−−≡  из (2.1.18), будем иметь: 

[ ]

,),(),;,(

)();,()();,(),();,(

)(),()(),(),(),(

0
2

0

0
22121

21110

∫∫

∫∫

+

++++

+++=

yx

yx

duyxCd

dgyxBgyxAduyxC

ygyxBygyxAyxuyxu

ηηξηξξ

ηηηηηξηξξ
δ

 (2.1.19) 

где  

)0()0()()0,;,()0,()(),(
0

0 ττξξτξϑξτ ′−−−= ∫ xdyxbxyxu
x

, 

),0;,(),(),,0;,(),( 11 yyxyxByyxyxA ϑϑξ −== , ),0;,(),0(),0;,();,(2 ηϑηηϑη ξη yxayxyxA −−= , 

),;,(),();,(),,0;,();,( 12 yyxbyxCyxyxB ξϑηξξηϑη η == , 

[ ] ).,;,(),(),(),(
),;,(),(),;,(),(),;,(2

τξϑηξηξηξ

ηξϑηξηξϑηξηξ

ηξ

ηξ

yxbac
yxbyxayxC

−−+

+−−=  

Воспользовавшись условиями (2.1.3) и (2.1.4) из (2.1.19), получим: 

[ ]

,2,1,),(),,(),(),(

)(),()(),()()()()()(

0
6

)(

0

)(

0
5

0
24132211

∫∫∫

∫

=++

+++Φ=+

y

i

yy

i

y

iiiii

iduyHddyuyH

dgyHgyHyygyHygyH

ηηξηξξξξξ

ηηηηη

χχ  (2.1.20) 

где 

∫∫ =+=
)(

0
112

)(

0
111 ),(),()(,),(),(1)(

yy

dxyxByxPyHdxyxAyxPyH
χχ

, 
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∫ ∫−=−=
)(

0

)(

0
214213 );,(),(),(,);,(),(),(

y y

dxyxByxPyHdxyxAyxPyH
χ χ

ηηηη , 

∫ ∫−=−=
)( )(

216115 ),;,(),();,(,);,(),();,(
y y

dxyxCyxPyHdxyxCyxPyH
χ

ξ

χ

ξ

ηξηξξηξ , 

( ) ∫+=
)(

0
1121 ),(),(),()(

y

dxyxAyxQyyAyH
χ

χ , , ( ) ∫+=
)(

0
1122 ),(),(),()(

y

dxyxByxQyyByH
χ

χ

( ) ∫−−=
)(

0
2223 );,(),(),()(

y

dxyxAyxQyyAyH
χ

ηχ , , ( ) ∫−−=
)(

0
2224 );,(),(),()(

y

dxyxByxQyyByH
χ

ηχ

( ) ∫−−=
)(

1125 );,(),(),(),(
y

dxyxCyxQyyCyH
χ

ξ

ξχξ , , ( ) ∫−−=
)(

2226 ),;,(),(,;),(),,(
y

dxyxCyxQyyCyH
χ

ξ

ηξηξχηξ

∫−=Φ
)(

0
011 ),(),()()(

y

dxyxuyxPyy
χ

ϕ , . ( ) ∫−−=Φ
)(

0
0022 ),(),(),()()(

y

dxyxuyxQyyuyy
χ

χϕ

2.1.4. Разрешимость задачи 2.1.1. Отметим, что система уравнений 

(2.1.19), (2.1.20) представляет собой замкнутую систему уравнений относитель-

но функций . Если выполняется условие )(),(),,( 21 ygygyxu

,0
)()(
)()(

2221

1211 ≠=∆
yHyH
yHyH     (2.1.21) 

то система (2.1.19), (2.1.20) является системой интегральных уравнений типа 

Вольтерра, допускающее единственное решение. 

В частности, при 0),(),( == yxQyxP  имеем ( ) ==∆ yyB ),(1 χ  

( yyy ,0;),( )χϑ−= . Так как l≤≤<∈∀ )(0:],0[ 0 yxhy χ , то ( ) 0,0;),( >yyyχϑ . 

Следовательно, 0≠∆ . 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 2.1. Решение задачи 2.1.1 существует и единственно, если вы-

полняются условия (2.1.2), (2.1.6) и (2.1.21). 
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2.2. Задача склеивания для гиперболических уравнений третьего по-

рядка с интегральными условиями 

2.2.1. Пусть  озназает область, ограниченную линиями D
,0),(),0,(,0 11 l≤≤=>≤≤−= xxyhhhyhx σ  ),0(0,,)( 2122 >≥≤≤−=−= hhyhxh llσ  

),(0,,0),( 0 hxxhyhyyx χχ =≤≤=≤≤=  рассмотрим задачу сопряжения для 

уравнений 

),0(),(,0)( 11111 >∩=∈=+++−≡ yDDyxucubuauyuuL yxy
P

xxy   (2.2.1) 

).0(),(,0)( 22222 <∩=∈=+++≡ yDDyxucubuauuL yxxyy   (2.2.2) 

Здесь , )2,1(,,,0 => icbap iii )(),( xy σχ  – удовлетворяют условия: 

[ ]
[ ] .)0(,0)()(:,0

,)0(,0)(,)(:,0

1,21

0

hxhxhx
yyxhy

−=≥′−≤≤−∈∀
=≤′<≤∈∀

σσσ
χχχ

l

ll

    (2.2.3) 

Задача 1. Требуется определить ∩∩∈ )()(),( 1 DCDCyxu  

[ ])()( 2
21

1
12 DCDC ++ ∪ , удовлетворяющую уравнение (1) и (2) в областях  и 

 соответственно, нелокальные условия 

1D

2D

hyydxyxuyxPyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),(),0( 1

)(

0

ϕ
χ

,    (2.2.4) 

hyydxyxuyxQyyu
y

≤≤=+ ∫ 0),(),(),()),(( 2

)(

0

ϕχ
χ

   (2.2.5) 

и краевые условия 

   ,0),(),0( 13 ≤≤−= yhyyu ϕ      (2.2.6) 

   ,0),())(,( l≤≤= xxxxu ψσ      (2.2.7) 

где ),3,1()(),,(),,( =iyyxQyxP iϕ  )(xψ  – заданные функции. 

Пусть: 

,0),()0,(),()0,( l≤≤== xxxuxxu y ντ     (2.2.8) 

где )(),( xx ντ  – пока неизвестные функции. 

Будем изучать указанные ниже задачи: 
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Задача 2.2.2. Определить функцию )()(),( 1
12

1 DCDCyxu +∩∈ , удовле-

творяющую уравнение (2.2.1), если выполняются условия: (2.2.4), (2.2.5) и 

).()0,( xxu τ=  

Задача 2.2.3. Определить функцию ),()(),( 2
21

2 DCDCyxu +∩∈  если вы-

полняются условия: (2.2.8) и (2.2.6). 

Отсюда нетрудно заметить, что, решая последовательно задачи 2.2.3 и 

2.2.2, можно установить существование и единственность решения задачи 2.2.1. 

2. Функциональное соотношение, полученное из области  Устрем-

ляя  к нулю из уравнения (1), в силу обозначения (8), имеем 

.1D

y

0)()0,()()0,()()0,()( 111 =++′+′′ xxcxxbxxax δντν    (2.2.9) 

Интегрируя дважды по x в пределах от 0 до x уравнение (2.2.9), будем 

иметь 

,)(),()(),()0()()(
00

10 ∫∫ ++′+=
xx

dxKdxKxxx ξξνξξξτξννν   (2.2.10) 

где ),0()0,0()0()( 3130 ϕϕν ax +′=  [ ],)0,()0,()()0,(),( 1111 ξξξξξ ξ caxaxK −−+−=  

)0,()(),( 2 ξξξ bxxK −−=  – известные функции, а )0(ν ′  – неизвестная константа. 

Обращая Вольтерровскую часть уравнения (10) относительно ),(xν  полу-

чим 

  ∫+′+=
x

dxKxrxx
0

21 )(),()0()()()( ξξτξννν ,    (2.2.11) 

где 

,)(),()()(
0

001 ∫+=
x

dxRxx ξξνξνν   ,),()(
0
∫+=
x

dxRxxr ξξξ

∫+=
x

dttKtxRxKxK
ξ

ξξξ ),(),(),(),( 112 . 

Равенство (2.2.11) представляет собой соотношение, полученное из об-

ласти . 1D
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3. Представление решения задачи 2. Пусть ),( yxM  – произвольная точ-

ка области }0)(,0:),{(2 <<<<= ηξσξηξ lD . Интегрируя тождество 

ηξηξηξηη ϑϑϑϑϑϑ )()()()( 2222 ubuuuauuLuuL −−−−+−=− ∗  

по области  и учитывая формулу Грина, будем 

иметь 

{ 0,0:),(2 <<<<=∗ ηξηξ yxD }

[ ] ( ) .)()()( 2222

2 2

ηϑϑξϑϑϑηξϑϑ ηηξηξη duaudubuudduLuL
D D

+−+−−−=−∫∫ ∫
∗ ∗∂

∗  (2.2.12) 

Вычисляя криволинейные интегралы по границам области  и с учетом 

условий (2.2.6) и (2.2.8) из (2.2.12), получим представление решения задачи 

2.2.2: 

∗
2D

 
,)()0,;,()();,(

),()()0,;,()()0,;,(),(

00
1

1

∫∫ ++

+Φ+−=
xx

dyxdyxV

yxxxyxxxyxyxu

ξξνξϑξξτξ

νϑτϑ

ξ

η

   (2.2.13) 

где 

[ ] ,)(),0;,(),0(),0;,(

)0()0,0;,()(),0;,()0()0,0;,(),(

0
32

3331

∫ +−

−−+′=Φ
y

dyxyayx

yxyyyxyxyx

ηηϕηϑηϑ

ϕϑϕϑϕϑ

ηη

ηη

 

),0,;,()0,()0,;,(),( 21 ξϑξξϑξη yxbyxyxV −−=  

),;,( ηξϑ yx  – определяется как решение сопряженной задачи: 

,0)()()( 2222 =+−−−≡∗ ϑϑϑϑϑ ξηη cbaL  

0),;,( =
= yyx ηηξϑ , ,0,1),;,( xyx

y
≤≤=

=
ξηξϑ

ηη  

),;,(),;,( 2 ηωηξϑ ξ yxyx x =
=

, ,0≤≤ ηy  

а );,(2 ηω yx  – является решением задачи 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=+

==
.1),;,(,0),;,(

,0),;,(),(),;,( 2

yy xyxxyx

xyxxaxyx

ηηη

ηη

ηϑηϑ

ηϑηηϑ
 

Исключая )(xν  из (2.2.11) и (2.2.13), получим 
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)0()(),()();,()()0,;,(),( 12
0

2 νξξτξτϑη ′+Φ++= ∫ xryxdyxVxxyxyxu
x

,  (2.2.14) 

где 

dttKtyxxKxyxyxVyxV
x

),()0,;,(),()0,;,();,();,( 2212 ξϑξϑξξ
ξ

ξ∫+−= , 

,)()0,;,()()0,;,(),(),(
0

1112 ∫+−Φ=Φ
x

dyxxxyxyxyx ξξνξϑνϑ ξ
 

ξξξϑϑ ξ dryxxrxyxxr
x

)()0,;,()()0,;,()(
0

1 ∫+−= . 

2.2.4. Используя граничное условие (2.2.7) из (2.2.14), имеем 

),0()()()());(,()()0,);(,( 11
0

2 νψξξτξστσϑη ′−+−= ∫ xrxdxxVxxxx
x

 (2.2.15) 

где ))(,()()( 21 xxxx σψψ Φ−= . 

Если 

   ,0)0,);(,(:],0[ ≠∈∀ xxxx σϑηl      (2.2.16) 
то уравнение (2.2.15) запишем в виде 

∫+′+=
x

dxVxrxx
0

322 ,)(),()0()()()( ξξτξνψτ    (2.2.17) 

где 

,
)0,);(,(

)()( 1
2 xxx

xx
σϑ
ψψ

η
=  ,

)0,);(,(
)()( 1

2 xxx
xrxr

σϑη
−=  .

)0,);(,(
));(,(),( 2

3 xxx
xxVxV

σϑ
ξσξ

η
−=  

Обращая уравнение (2.2.17), получим 

),0()()()( 33 νψτ ′+= xrxx      (2.2.18) 

где 

∫+=
x

dxRxx
0

2223 ,)(),()()( ξξψξψψ
  

 ∫+=
x

drxRxrxr
0

2223 ,)(),()()( ξξξ

),(2 ξxR  – резольвента ядра ).,(3 ξxV  
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Нетрудно заметить, что из условия (2.2.5) вытекает условие согласования 

        (2.2.19) ).0()()0,()( 2
0

ϕττ =+ ∫
l

l dxxxQ

Если 

,0)()0,()(
0

33 ∫ ≠+=
l

l dxxrxQrr     (2.2.20) 

тогда из (2.2.18), с учетом (2.2.19), найдем 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=′ ∫

l

l
0

222 )()0,()()0(1)0( dxxxQ
r

ψψϕν    (2.2.21) 

Подставляя значение )0(ν ′  из (2.2.20) в (2.2.18) окончательно найдем не-

известную функцию )(xτ . Тогда из формулы (2.2.11) найдем и )(xτ . 

Поставляя найденные значения )(xτ  и ),(xν  в представление (2.2.13) по-

лучим решение задачи 2.2.3. 

После определения ),(xτ  как и в задаче 2.1.1, решение задачи 2.2.1 экви-

валентным образом сводится к разрешимости системы уравнений вида 

[ ]

∫∫∫

∫

=++

+++Φ=+

y

i

yy

i

y

iiiii

iduyHddyuyH

dgyHgyHyygyHygyH

0
6

)(

0

)(

0
5

0
24132211

,2,1,),(),,(),(),(

)(),()(),()()()()()(

ηηξηξξξξη

ηηηηη

χχ  

где 

)(),0(),(),0( 21 ygyuygyu x ==  а )6,1;2,1( == jiH ij  – заданные функции, разре-

шимость которых устанавливается при выполнения условия 

.0)()()()(:],0[ 21122211 ≠−∈∀ yHyHyHyHhy    (2.2.22) 

Итак, нами доказана теорема существования и единственности решения 

задачи. 

Теорема 2.2.1. Решение задачи 2.2.1 существует и единственно, если вы-

полняются условия (2.2.3), (2.2.16), (2.2.20), (2.2.22). 
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2.3. Нелокальная задача с интегральным условием для параболиче-

ского уравнения 

В области { }hyxyxD <<+∞<<= 0,0:),(  рассмотрим уравнение 

),(),( yxfuyxcuu xyxxx =+− ,     (2.3.1) 

где ),,(),,( yxfyxc  – заданные функции. 

В силу того, что уравнение характеристик имеет одну трехкратную дей-

ствительную характеристику, уравнение (2.3.1) принадлежит первому канони-

ческому виду относительно старших производных [22]. 

Задача 2.3.1. Требуется определить в области  непрерывное и ограни-

ченное вместе с производной  решение уравнения (1), если выполняются ус-

ловия: 

D

xu

hyyyu ≤≤= 0),(),0( ϕ ,      (2.3.2) 

+∞<≤= xxxu 0),()0,( τ ,     (2.3.3) 

,0,0),(),(
0

>=≤≤=∫ consthyyEdxyxu α
α

   (2.3.4) 

где )(),(),( yExy τϕ  – заданные функции, причем 

),0[)(],,0[)(),(),(),(),,( 31 +∞∈∈∈ CxhCyyEDCyxfyxc τϕ , (2.3.5) 

).0()0(),0()(
0

ϕττ
α

==∫ Edxx     (2.3.6) 

Введя обозначение 

),,(),( yxyxux ϑ=       (2.3.7) 

уравнение (2.3.1) запишем в виде 

),( yxFyxx =−ϑϑ ,      (2.3.8) 

где .),(),(),( uyxcyxfyxF −=  

Пусть 

),(),0( yyux θ=       (2.3.9) 
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где )(yθ  – считается неизвестной функцией. Для ),( yxϑ  нетрудно получить 

следующие условия: 

+∞<≤=≤≤= xxxhyyy 0),()0,(,0),(),0( τϑθϑ .   (2.3.10) 

Решение задачи (2.3.8), (2.3.10) известно и представимо в виде [6] 

∫ ∫

∫∫
∞+

+∞

+

+′+=

y

y

dFyxGd

dyxGdyxGyx

0 0

00

,),(),;,(

)()0,;,()(),0;,(),(

ξηξηξη

ξξτξηηθηϑ ξ

  (2.3.11) 

где )(4
)( 2

)(2
1),;,( η

ξ

ηπ
ηξ −

−
−

−
= y

x

e
y

yxG  – функция Грина уравнения теплопровод-

ности. 

Учитывая обозначение ),,( yxF  из (2.3.11) имеем 

∫∫∫
+∞

−+Φ=
000

,),(),(),;,()(),0;,(),(),( ξηξηξηξηηηθηξ ducyxGddyxGyxyxu
yy

x  (2.3.12) 

где  ∫∫∫
+∞+∞

+′=Φ
000

.),(),;,()()0,;,(),( ξηξηξηξξτξ dfyxGddyxGyx
y

Интегрируя уравнение (2.3.12) по x  будем иметь 

,),(),(),;,(

)(),0;,(),(),(

0 0 0

00
0

∫ ∫ ∫

∫∫
∞+

−

−+Φ=

x y

yx

ducysGdds

dysGdsyxyxu

ξηξηξηξη

ηηθηξ

   (2.3.13) 

где . Заметим, что ∫Φ+=Φ
x

dsysyyx
0

0 ),()(),( ϕ

ηηθη
η
ηηθ

π
ηηθηξ dyxG

y
ddysGds

yyyx

∫∫∫∫ −
−

=
0000

)(),0;,()(
2

1)(),0;,( . 

Тогда уравнение (2.3.13) примет вид 
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.),(),;,(),(

)(),0;,()(
2

1),(),(

0 0 0

00
0

∫ ∫ ∫

∫∫
∞+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−
−

+Φ=

y

yy

dudsysGcd

dyxGd
y

yxyxu

ξηξηξηξη

ηηθηη
η

ηθ
π

α
  (2.3.14) 

Отсюда, используя условие (2.3.4), получим 

),(),(),(),;,()(2

),0;,()(2)()(

00 0

0 0
1

0

yQducysGdssd

dsysGdyEd
y

y

yy

≡−−

−+=
−

∫∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

ξηξηξηξαη
α
π

ηηηθ
α
πη

η
ηθ

α

α

  (2.3.15) 

где ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ−= ∫

α

α
π

0
01 ),()(2)( dsysyEyE . Из (2.3.6) получим, что .0)0(1 =E  Тогда 

. Определим производную: 0)0( =Q

.),(),()],;,0(),;,([2

),(),()(2)(),0;,(2)()()(

0 0

00
1

ξηξηξηξηξαη
α
π

α
α
πηηθηα

α
πθ

α
π α

ducyGyGd

dsysuyscsdyGyyEyQ

y

y

s

∫ ∫

∫∫
∞+

−−

−−+++′=′

 

После обращения уравнения (2.3.15) получим 

∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

+

+++=

y

yy

duyHd

duyHddyHyy

0 0
3

0 0
2

0
10

,),(),,(

),(),,()(),()()(

ξηξηξη

ξηξηξηηηθηθθ
α

  (2.3.16) 

где ∫ −
+

−
=

y
s dt

ty
tG

y
yH

η

ηα
παηπα

η ,),0;,(2
)(

1),(1  ,
)(

),()(2),,(2 ηπα
ηξξαηξ

−
−

−=
y
cyH  

∫ −
−

−=
y

dt
ty

tGtGcyH
η

ηξηξα
πα
ηξηξ ,),;,0(),;,(),(2),,(3  ∫ −

′
=

y

dt
ty

tEy
ηπ

θ .)(1)( 1
0  

Заметим, что 

,
y
C),y(H 1

1 η
η

−
≤  ,

y
C),,y(H 2

2 η
ηξ

−
≤  
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,0,x0,
y
C

),,y(H 3
3 >>≤≤

−
≤ ββ

η
ηξ  .,),,( )(44

3

2

β
η

ηξ η
ξ

>
−

≤ −
−

xe
y
CyH y  

Из (2.3.16) относительно )(yθ  получаем интегральное уравнение Вольтерра 

второго рода со слабой особенностью: 

∫∫∫ ∫
+∞

++=
0

2
00 0

11 ,),(),;(),(),,()()( ξηξηξηξηξηξηθθ
α

duyTdduyTdyy
yy

 (2.3.17) 

где  ,),;(),(),;(),;( 221 dttHtyRyHyT
y

∫+=
η

ηξηξηξ

,),;(),(),;(),;( 332 dttHtyRyHyT
y

∫+=
η

ηξηξηξ   ,)(),()()(
0

001 dtttyRyy
y

∫+= θθθ

),( tyR  – резольвента ядра ),(1 ηyH . 

Подставляя значение )(yθ  из (2.3.17) в (2.3.14), получим 

,d),(u),;y,x(Kdd),(u),;y,x(Kd)y,x()y,x(u
0

2

y

0

y

0 0
11 ξηξηξηξηξηξηΦ

α

∫∫∫ ∫
+∞

++=   (2.3.18) 

где 

,ds),;s(T)s;y,x(H),;y,x(K
y

11 ηξηξ
η
∫=  )s,0;y,x(G

)sy(2
1)s;y,x(H −
−

=
π

, 

,ds),;s(T)s;y,x(Hds),;y,s(G),(c),;y,x(K
y

2

x

0
2 ηξηξηξηξ

η
∫∫ +=  

ds)s()s;y,x(H)y,x()y,x(
y

0
101 ∫+= θΦΦ . 

Существование единственного решения (2.3.18) устанавливается методом 

последовательных приближений. 

Доказана теорема. 

Теорема 2.3.1. Единственное непрерывное и ограниченное решение зада-

чи 2.3.1 существует, если выполняются условия (2.3.5) и (2.3.6). 
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Заключение по главе 2 

В данной главе рассмотрены нелокальные задачи для гиперболических и 

параболических уравнений третьего порядка с условиями, содержащие инте-

гральные члены, а также задачи склеивания для гиперболических уравнений с 

различными некратными действительными характеристиками. 

По результатам исследования установлены достаточные условия сущест-

вования единственного решения сформулированных задач, определены поведе-

ния криволинейных границ, обеспечивающие корректности задач, получены 

представления решения задач, выражающиеся через данные задачи. 

51 



ГЛАВА 3. ЛОКАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛО-
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

 
3.1. Краевая задача для параболо-гиперболических уравнений 

третьего порядка с одной характеристикой линии склеивания 

3.1.1. В области { } )0,,(,0:),( 11 ><<−<<= hhhyhxyxD ll  рассмотрим 

уравнения 

),0(),(,0)( 11 >∩=∈=−≡ yDDyxuuuL xyxxx     (3.1.1) 

),0(),(

,0)(

2

222222

<∩=∈

=+++++≡

yDDyx

ueuducubuauuL yxxyxxxxy     (3.1.2) 

где  – известные функции. 22222 ,,,, ecdba

Линия 0=y  является трехкратной действительной характеристикой 

уравнения (3.1.1), поэтому это уравнение часто называется уравнением с крат-

ными характеристиками [1]. Однако, из-за наличия члена , постановка зада-

чи и свойства решения уравнения (3.1.1) аналогичны параболическим уравне-

ниям. 

xyu

Уравнение (3.1.2) по терминологии работы [67] называется псевдопара-

болическим уравнением. Это уравнение имеет двукратную действительную ха-

рактеристику 0=y  и однократную характеристику 0=x . 

Здесь рассматривается краевая задача для уравнений (3.1.1) и (3.1.2), где 

условия склеивания задаются двукратной характеристике . 0=y

Рассматриваемые уравнения используются при изучении поглощения 

почвенной влаги растениями [41]. 

Относительно коэффициентов уравнения предполагаем следующее: 

).()()(),()(

),()(),()(

222
10

222
01

22

2
11

222
02

22

DCeDСDСdDCDCc

DСDCbDCDCa

∈∩∈∩∈

∩∈∩∈
++

++

 (3.1.3) 
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Задача 3.1.1. Требуется определить решения уравнений (3.1.1) и (3.1.2) в 

областях  и  из класса 1D 2D

)],()([)()()(),( 2
12

1
03111 DCDCDCDCDCyxu +++ ∩∩∩∩∈  

если выполяются краевые условия 

),(),0( 1 yyu ϕ=  )(),0( 2 yyux ϕ= , ,0),(),( 3 hyyyu ≤≤=ϕl   (3.1.4) 

)(),0( 1 yyu χ= , ),(),0( 2 yyux χ=  01 ≤≤− yh     (3.1.5) 

и условия склеивания 

),0,()0,( +=− xuxu  ,0),0,()0,( l≤≤+=− xxuxu yy    (3.1.6) 

где )2,1()(),3,1()( == jyiy ji χϕ  – известные функции, причем 

)2,1(]0,[)(

],,0[)(],,0[)(),(

1
1

1
2

2
31

=−∈

∈∈

ihCy

hCyhCyy

iχ

ϕϕϕ
    (3.1.7) 

).0()0(),0()0(),0()0( 221111 χϕχϕχϕ =′=′=    (3.1.8) 

Пусть: 

,0),()0,()0,(),()0,()0,( l≤≤=+=−=+=− xxxuxuxxuxu yy ντ  (3.1.9) 

где )(),( xx ντ  – подлежит определению. 

3.1.2. Будем изучать задачу: найти решение уравнения (3.1.2), если иско-

мая функция )()()(),( 2
12

2
11

2
1 DCDСDCyxu ++ ∩∩∈  удовлетворяет краевым ус-

ловиям (3.1.5) и начальному условию 

.0),()0,( l≤≤= xxxu τ      (3.1.10) 

Задача решается методом функции Римана. 

Пусть 

,])([]

)([)()(

2222

22
*
22

ηξξξξη

ξξξηξη

ϑϑϑϑϑ

ϑϑϑϑϑϑ

udubuuCub

uauauuuLuL

−+−+

+−+=−
   (3.1.11) 

где  .)()()()()( 222222 ϑϑϑϑϑϑϑ ηξξηξξξξη edcbaL +−−++−≡∗

Пусть ),,,( ηξϑ yx  – решение задачи: 

},0,0:),{(),(,0)),;,(( *
2

*
),(2 <<<<=∈= ηξηξηξϑηξ yxyxDyxL  (3.1.12) 
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;0,),(exp|),;,(,0|),;,( 2 ≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫== ηηξϑηξϑ

η

ξξξ ydttxayxyx
y

xx   (3.1.13) 

,0),;,(|),;,( 1 xyxyx y ≤≤== ξξθηξϑ η    (3.1.14) 

причем );,(1 ξθ yx  определяется как решение задачи Коши: 

.1),;,(,0),;,(

,0,0),;,(),()],;,(),([),;,( 22

==

<<=+−

== xx yyxyyx

xyyxydyyxybyyx

ξξξ

ξξξ

ξϑξϑ

ξξϑξξϑξξϑ
 (3.1.15) 

При выполнении условия (3.1.3) задача (3.1.15) однозначно разрешима. 

Решение задачи (3.1.12) - (3.1.14) можно построить методом интеграль-

ных уравнений. Решение этой задачи назовем функцией Римана. 

Интегрируя тождество (3.1.11) по области , получим *
2D

[ ] [ ]

[ ].])(

)()()(

2222

22
*
22

*
2

ηηξξξηξη

ξξξξ

ϑϑϑϑϑϑ

ϑϑϑηξϑϑ

ducubuauauu

dudubudduLuL
D

++−+++

+−+=− ∫∫∫
∂    (3.1.16) 

Из (3.1.16) имеем представление решения задачи 3.1.1 в : 2D

[ ]∫

∫

++′−′+

++=

y

x

dyxEyxCyxyxb

dyxAxxyxyxu

0
1121211

0
1

)();,()();,()(),0;,()();,(

)();,()()0,;,(),(

ηηχηηχηηχηϑηχη

ξξτξτϑξ

(3.1.17) 

где [ ] ),0,;,()0,()0,;,()0,()0,;,();,( 221 ξϑξξϑξξϑξ ξξξ yxdyxbyxyxA −+−=  

),,0;,(),0(),0;,();,( 21 ηϑηηϑη ξ yxbyxyxB −=  ),,0;,(),0();,( 21 ηϑη yxyayxC −=  

).,0;,(),0(),0;,(),0(),0([);,( 2221 ηϑηηϑηηη ξξ yxayxCayxE +−=  

Вычислив производную по  от y ),( yxu  с использованием формулы (3.1.17), за-

тем устремляя y к нулю, имеем соотношение между )(xτ  и )(xν : 

),()();0,()()0,;0,()( 1
0

1 xgdxAxxxx
x

yy ++= ∫ ξξτξτϑν ξ   (3.1.18) 

где ).0()0,0,()0()0,0,()0()0,0;0,()0()0,0,()( 11212111 χχχϑχ xExCxxBxg ++′−′=  
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3.1.3. Функциональное соотношение между )(xτ  и )(xν . Уравнение 

(3.1.1) запишем в виде 

),()( 1 yyuu yxx ϕω ′−=−      (3.1.19) 

где )(yω  – неизвестная функция. 

Из (3.1.19) при  имеем 0→y

).0()0()()( 1ϕωντ ′−=−′′ xx     (3.1.20) 

Исключая )(xν  из (3.1.18) и (3.1.20), получим 

),(~)(),(~)()()0()( 1
0

11 xgdxAxxax
x

+++=′′ ∫ ξξτξτωτ   (3.1.21) 

где ),0,;0,()(),0()()(~
1111 xxxaxgxg yξϑϕ =′−=  ),;0,(),(~

11 ξξ xAxA y=  а )0(ω  – не-

известная константа. 

Решение задачи Коши для уравнения (3.1.21) при условии 

)0()0(),0()0( 21 χτχτ =′=  

представим в виде 

),()(),()0(
2
1)( 2

0
2

2 xgdxAxx
x

++= ∫ ξξτξωτ    (3.1.22) 

где  

 

,),(~)())((),( 112 ∫ −+−=
x

dttAtxxaxA
ξ

ξξξξ

.)(~)()0()0()(
0

1212 ∫ −++=
x

dttgtxxxg χχ

Если учесть условие согласования )0()( 2ϕτ =l , то из (3.1.22) можно оп-

ределить :)0(ω  

[ ] ∫−−=
l

l
l

l
l 0

122222 )(),(2)()0(2)0( ξξτξϕω dAg . 

Тогда из (3.1.22) получим следующее интегральное уравнение для )(xτ : 
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  ,)(),()(),()()(
0

122

2

0
23 ∫∫ −+=

l

l
l

ξξτξξξτξτ dAxdxAxgx
x

  (3.1.23) 

где .)]()([1)()( 2
22223 xegoxgxg −+= ϕ

l
 

После обращения вольтерровской части уравнения (3.1.23) приходим к 

уравнению Фредгольма второго рода 

        (3.1.24) ,)(),()()(
0
∫+=
l

ξξτξτ dxHxgx

где [ ] ),()(1),( 2
2

10
2

2 ξξ l
l

AttxRxxH x∫+−= , , ∫+=
x

dgxRxgxg
0

33 )(),()()( ξξξ

),( txR  – резольвента ядра  ),(2 txA

Согласно общей теории [36], если  

      1<Hl ,     (3.1.25) 

где ),(max
,0

ξ
ξ

xHH
x l≤≤

= , то уравнение (3.1.24) допускает единственное решение. 

3.1.4. С помощью функции Грина ),;,(2 ηξyxG  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+++

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−−

−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
++

−+
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

−
−

= ∑
∞+

−∞=

)(4
)42(exp

)(4
)42(exp

)(4
)4(exp

)(4
)4(exp

)(2
1),;,(

22

22

2

η
ξ

η
ξ

η
ξ

η
ξ

ηπ
ηξ

y
nx

y
nx

y
nx

y
nx

y
yxG

n

llll

ll

 

представим решение уравнения (3.1.19), удовлетворяющее краевым условием 

)()0,(),(),(),(),0( 32 xxuyyuyyux τϕϕ === l  

в виде 

.),;,()(),;,()(

)()0,;,()(),;,()(),0;,(),(

00
1

00

00
3

0
2

∫∫∫∫

∫∫∫

′+−

−+−−=

ll

l

l

ξηξηηϕξηξηηω

ξξτξηηϕηηηϕη ξ

dyxGddyxGd

dyxGdyxGdyxGyxu

yy

yy

(3.1.26) 
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 Из (3.1.26), с помощью условия ),(),0( 1 yyu ϕ=  получаем интегральное 

уравнение 

         (3.1.27) ),()(),(
0

yrdyK
y

=∫ ηηωη

где 

∫=
l

0

,),;,0(),( ξηξη dyGyK  

.)(),;,0()()()0,;,0(

)(),;,0()(),0;,0()(

0
1

0
1

0

0
3

0
2

∫∫∫

∫∫

′−−

−+=

l

l

ydyGddyG

dyGdyyGyr

yy

yy

ξϕηξηηϕξξτξ

ηηϕηηϕη ξξ

 

Так как 

,),,(2),(
0

2

0

2

∫∫ +=
−

−
l

l

l ξηξ
π

η
η

dyqdsyK
y

s  

где 

∑

∑

∞+

−∞=

∞+

−∞=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

−
−

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−
=

n

n

y
n

y
n

y

y
n

y
n

y
yyq

,
)(4

)42(exp
)(4

)42(exp
)(2

1

)(4
)4(exp

)(4
)43(exp

)(2
1),;(

22

22
'

ξ
η

ξ
η

ξ
ηπ

ξ
η

ξ
ηηπ

ξ

lll

ll

 

здесь  – означает отсутствие члена суммы при ' .1=n  

Если учесть, что ,1),(lim =
→

η
η

yK
y

 то из (3.1.27) путем дифференцирования 

получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода 

),()(),()(
0

yrdyKy
y

y ′=+ ∫ ηηωηω  

допускающее однозначное решение. 
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Подставляя найденную функцию )(yω  в (26), получим решение задачи 

3.1.1 в области  .1D

 Таким образом, получаем следующий результат: 

Теорема 3.1.1. Решение задачи 3.1.1 существует и единственно, если вы-

полняются условия (3.1.3), (3.1.7), (3.1.8) и (3.1.25). 
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3.2. Единственность решения задачи склеивания для параболо-

гиперболических уравнений третьего порядка 

Рассмотрим задачу сопряжения для уравнений вида 

,),(,0),(),(y)a(x,)( 11 DyxuyxcuyxbuuuL yxxxy ∈=+++≡   (3.2.1) 

22 ),(,0)( DyxuuuL yyxxx ∈=−≡ ,      (3.2.2) 

где }0,0:),{( 11 hyxyxD <<<<= l , },0,0:),{( 22 <<−<<= yhxyxD l  

, а  0,, 21 >hhl .21 DDD ∪=

Уравнения (3.2.1) и (3.2.2) по классификации работы [22] принадлежат 

разным типам. Прямая 0=y  является характеристикой одновременно для 

уравнений (3.2.1) и (3.2.2). Краевые задачи для уравнения вида (3.2.2) рассмот-

рены в работе [63]. 

Задача 3.2.1. Найти в области  функцию D ∩∩∈ )D(C)D(C)y,x(u 1  

, удовлетворяющую уравнение (3.2.1) в области , а 

в области  – уравнение (3.2.2), а также же краевые условия: 

∪∩ + )D(C[ 1
12 )]D(C 2

23+
1D

1D

)(),0( 1 yyu ϕ= , )(),( 2 yyu ϕ=l , 10 hy ≤≤ ,    (3.2.3) 

,0),(),(
0),(),(),(),(),(),0(

2

2321

l

ll

≤≤=−
≤≤−===

xxhxu
yhyyuyyuyyu x

ψ
χχχ

 (3.2.4) 

где )3,1()(),2,1()( == jyiy ji χϕ  – заданные функции, причем 

),()(),()0(

),3,1(]0,[)(),2,1(],0[)(

2221

2
1

1
1

hh

jhCyihCy ji

−=−=

=−∈=∈

χψχψ

χϕ

l
   (3.2.5) 

)1,0;2,1()0()0( )()( === kik
i

k
i χϕ .     (3.2.6) 

На линии  имеем: 0=y

)0,()0,( −=+ xuxu , l≤≤−=+ xxuxu yy 0),0,()0,( .   (3.2.7) 

Относительно коэффициентов уравнения (3.2.1) предполагаем следующее 

условие: 
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)(),(),()(),(b),()(),( 11
10

11
01

1 DCyxcDCDCyxDCDCyxa ∈∩∈∩∈ ++ .  (3.2.8) 

Используя условия сопряжения (3.2.7) введем функции: 

)()0,( xxu τ=± , l≤≤=+ xxxuy 0),()0,( ν ,   (3.2.9) 

где )(),( xx ντ  – искомые функции. 

Таким образом, в силу (3.2.6) получаем следующие условия: 

),()(),0()(
),0()0()(),0()(),0()0()0(

2221

22311

l

ll

ψχψχ
χϕτχτχϕτ

=−=−
===′==

hh
 (3.2.10) 

)0()0()0( 11 χϕν ′=′= , )0()0()( 22 χϕν ′=′=l .    (3.2.11) 

При  из уравнения (3.2.1) имеем 0+→y

l<<=++′+′′ xxxcxxbxxax 0,0)()0,()()0,()()0,()( τντν .  (3.2.12) 

С применением метода интегралов энергии докажем единственность ре-

шения задачи 3.2.1.  

Теорема 3.2.1. Задача 3.2.1 имеет единственное решение, если выполняют-

ся условия (3.2.5), (3.2.6), (3.2.8), (3.2.10), (3.2.11) и  

0)0,(:],0[ ≠∈∀ xcx l ,     (3.2.13) 

0
)0,(

)0,(1,0)0,(:],0[ ≤
−

≠∈∀
xc

xbxax l ,    (3.2.14) 

,
,0),(2),(),(:),(

,0),(:],0[

1

1

⎭
⎬
⎫

≥−+∈∀
≤∈∀

yxcyxbyxaDyx
hxbx

y

l
   (3.2.15) 

Доказательство 3.2.1. Рассмотрим задачу с однородными условиями 

10,0),(,0),0( hyyuyu ≤≤== l ,     (3.2.16) 

,0,0),(,0),(,0),0( 2 ≤≤−=== yhyuyuyu x ll    (3.2.17) 

0),( 2 =−hxu , l≤≤ x0 , 

при этом условия согласования (3.2.10), (3.2.11) примут вид: 

,0)(,0)(,0)0( =′== ll τττ     (3.2.18) 

.0)(,0)0( == lνν       (3.2.19) 
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Интегрируя тождество 

( ) 0
2
1)( 22

2 =+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= yyy

x
xxx uuuuuuuuL  

по области  и используя формулу Грина, имеем 2D

∫
∂

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

2 2

0
2
1 22

D D
yxxxy dxdyudyuuudxuu ∫∫ .   (3.2.20) 

Вычисляя значения криволинейного интеграла по границе области  из 

(3.2.17), с учетом (3.2.14), получим 

2D

∫∫∫∫ ≥+=
− 22

0),(),0(
2
1)()( 2

0
2

0 D
y

h
x dxdyyxudyyudxxx

l

ντ .  (3.2.21) 

С другой стороны, в силу условия (3.2.13) из (3.2.14) и (3.2.15), (3.2.16) бу-

дем иметь: 

0dx)x(
)0,x(c

)0,x(b1dx)x()x(
0

2

0

≤
−

= ∫∫
ll

νντ .   (3.2.22) 

Из (3.2.21) и (3.2.22) получаем равенство 

0),(),0(
2
1

22

2
0

2 =+ ∫∫∫
− D

y
h

x dxdyyxudyyu , 

из которого имеем 

]0,[ 2hy −∈∀ : ,0),0( =yux  2),( Dyx ∈∀ : 0),( ≡yxu . 

Тогда в области  приходим к следующей однородной задаче: 1D

0)(1 =uL ,       (3.2.23) 

.0,0)0,(
,0,0),(,0),0( 1

l

l

≤≤=
≤≤==

xxu
hyyuyu

,   (3.2.24) 

Интегрируя тождество 

( ) ( ) 02
2
1

2
1

2
1)( 2222

1 =−−+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≡ ubacubuuauuuLu yxyx

x
xy  

по области  и учитывая (3.2.24), имеем 1D
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[ ] ( ) 0dxdyuc2badx)h,x(u)h,x(b)h,x(u
2D

2
yx

0
1

2
11

2
x =−++− ∫∫∫

l

.  (3.2.25) 

При выполнении условия (3.2.15) из (3.2.25) получим 

0),(,0),(:],0[ 11 ==∈∀ hxuhxux xl , 

0),(:),( 2 =∈∀ yxuDyx . 

Отсюда, в силу непрерывности ),( yxu  в ,2D  следует, что 

.0),(:),( 2 ≡∈∀ yxuDyxu  

Это означает, что однородная задача (3.2.23), (3.2.24) имеет только триви-

альное решение. Следовательно, решение задачи 3.2.1 единственно. 

Теорема 3.2.1 доказана. 
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Заключение по главе 3 

Установлены достаточные условия существования и единственности ре-

шений локальных задач для параболо-гиперболических уравнений третьего по-

рядка с единственной характеристической линией изменения типа. 

В гиперболической части области методом сопряженных задач получены 

представления решения задач. Используя соотношения, полученные из парабо-

лической части области, разрешимость задачи сводится к интегральному урав-

нению Фредгольма второго рода, допускающего единственное решение.  

В параболической части области методом понижения порядка уравнения 

и методом интегральных уравнений получено представление решения задачи. 

С применением метода интегралов энергии доказана единственность ре-

шения задачи. 

 

63 



ГЛАВА 4. ЗАДАЧИ СКЛЕИВАНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАН-

НОГО ТИПА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ДВУМЯ ЛИНИЯМИ ИЗМЕНЕ-

НИЯ ТИПА 

4.1. Задачи склеивания для уравнений смешанного типа третьего по-

рядка 

4.1.1. Пусть  – область, ограниченная отрезками  прямых D ,=0,= 1hyx −  

.  0)>,,,(0,=,=,=,= 111 hhyxhyx llll −

Рассмотрим задачи сопряжения для уравнений: 

,),(0,=)( 1111 DyxuduauuuL xxyxxx ∈++−≡     (4.1.1) 

,),(0,=)( 2222222 DyxueuducubuauuL yxxyxxxxy ∈+++++≡   (4.1.2) 

,),(0,=)( 3333333 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡   (4.1.3) 

где 2,3)=,1,3=(,,,,, jiecbda jjjii  – заданные функции, а 

0)>0,<(=0),<0,>(=0),>0,>(= 321 yxDDyxDDyxDD ∩∩∩ . 

Пусть: 

2,3)=()(),()(),()(
),()(),()(

),()(),()(),(,

1001
3

20
333

11
33

2
11

222
02

22111

jDCeDCDCdDCDCc
DCDCbDCDCa

DCDCbDCDCaDCda

jjjjjjjj ∈∩∈∩∈
∩∈∩∈

∩∈∩∈∈

++

++

++

 (4.1.4) 

Задача 4.1.1. Требуется определить функцию ∩∈ )(),( jDCyxu  

  удовлетворяющую 

уравнениям (4.1.1), (4.1.2) и (4.1.3) в областях , и  соответственно, 

краевым условиям: 

,)]()()([ 03
3

21
2

12
1

11 ++++ ∩∪∪∩ CDCDCDC ,3),1,2=(i

21, DD 3D

  ,),0(=),(),(=),( 211 hyyyuyyu ≤≤− ϕϕ ll     (4.1.5) 

  0,),(=)(0,),(=)(0, 121 ≤≤− yhyyuyyu x χχ    (4.1.6) 

  0),(=,0)(),(=,0)( 121 ≤≤− xxxuxxu y lψψ     (4.1.7) 

и условиям склеивания 
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  ,0),0,(=0),(0),,(=0),( l≤≤+−+− xxuxuxuxu yy    (4.1.8) 

  ,),00,(=)0,(),0,(=)0,( hyyuyuyuyu xx ≤≤+−+−   (4.1.9) 

где 1,2)=()(),(),( ixyy iii ψχϕ  – известные функции, причем  

     (4.1.10) 
1,2);=(,0][)(,0],[)(

],[0,)(],[0,)(

1
1

1
1

1
2

2
1

iCxhCy
hCyhCy

ii l−∈−∈
∈∈

ψχ
ϕϕ

  
(0).=(0)(0),=(0)

(0),=(0)(0),=(0)),(=(0)

2221

1211111

χψχψ
χψχψψϕ

′′′
′−l

   (4.1.11) 

Пусть: 

,),0(=0),(=0),(),(=0),(=0),( 11 l≤≤+−+− xxxuxuxxuxu yy ντ  (4.1.12) 

 ,),0(=)0,(=)0,(),(=)0,(=)0,( 22 hyyyuyuyyuyu xx ≤≤+−+− ντ  (4.1.13) 

где )(),(),(),( 2121 yxyx ννττ  – пока неизвестные функции.  

4.1.2. В области  найдем решение уравнения (4.1.2), когда искомая 

функция удовлетворяет условиям (4.1.6) и  

2D

    .),0(=,0)( 1 l≤≤ xxxu τ      (4.1.14) 

Рассмотрим тождество  

    (4.1.15) 
,])([]

)([=)()(

2222

22
*
22

ηξξξξη

ξξξηξη

υυυυυ
υυυυυυ

udubuucub
uauauuuLuL

−+−++
+−++−

где  .)()()()()( 22222
* υυυυυυυ ηξξηξξξξη edcbaL +−−++−≡

Выберем произвольную точку  внутри области . После 

интегрирования равенства (4.1.15) по области  

получим 

),(*
1 yxB 2D

0}<<,<<0:),{(=*
2 ηξ yxyxD

   (4.1.16) 
.])([

])([=)]()([(

2222

22
*
2

*
22

*
2

ηυυυυυυ

ξυυυηξυυ

ηξξξηξη

ξξξ

ducubuauauu

dudubudduLuL
DD

++−+++

+−+− ∫∫∫
∂

Пусть ),;,( ηξυ yx  – является решением задачи Гурса: 

         (4.1.17) ,),(0,=)( *
2

*
2 DL ∈ηξυ
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  (4.1.18) 0,,),(exp=|),;,(0,=|),;,( 2== ≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫ ηηξυηξυ
η

ξξξ ydttxayxyx
y

xx

   ,),0;,(=|),;,( 1= xyxyx y ≤≤ ξξθηξυ η    (4.1.19) 

где );,(1 ξθ yx  – решение следующей задачи Коши: 

1.=|),;,(0,=|),;,(
,<<0,0=),;,(),()],;,(),([),;,(

==

22

xx yyxyyx
xyyxydyyxybyyx

ξξξ

ξξξ

ξυξυ
ξξυξξυξξυ +−

 (4.1.20) 

Задачи (4.1.17) – (4.1.19) сведем к уравнению вида 

,),;,(),,(

),;,(),(),;,(),,(=),;,( 2

dttsyxtsCds

dttyxtadssyxsBxyx

yx

yx

υξ

ξυξηυηξξηξυ

ηξ

ηξ

∫∫

∫∫

+

+++−
 (4.1.21) 

где ),()(),(=),,(),,()(),(=),,( 2222 tsestsctsCsdssbsB −+−−− ξξηξηηξ , которое 

допускает единственное решение из класса . )( *
2

12 DC +

В итоге из (4.1.16) получим формулу решения задачи 4.1.1 в : 2D

,)]();,()();,()();0,,()();,([

)();,()(,0);,(=),(

1121211
0

11
0

1

ηηχηηχηηχηυηχη

ξξτξτυξ

dyxEyxCyxyxB

dyxAxxyxyxu

y

x

++′−′+

++

∫

∫
(4.1.22) 

где 

 ,0),;,(,0)(,0)];,(,0)([,0);,(=);,( 221 ξυξξυξξυξ ξξξ yxdyxbyxyxA −+−  

 ),;0,,()(0,);0,,(=);,( 21 ηυηηυη ξ yxbyxyxB −  

 ),;0,,()(0,=);,( 21 ηυη yxyayxC −  

 ).;0,,()(0,);0,,((0,)(0,[=);,( 2221 ηυηηηυηη ξξ yxayxcayxE +−  

Из (4.1.22) нетрудно получить соотношение между )(1 xτ , и )(1 xν , 

принесенное из области  :2D
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),()(),0;()(,0),0;(=)( 111
0

11 xgdxAxxxx y

x

y ++ ∫ ξξτξτυν ξ    (4.1.23) 

где (0).,0,0)((0),0,0)((0),0;0,0)((0),0,0)(=)( 21212111 χχχυχ xExCxxBxg ++′−′  

4.1.3. Соотношение между )(1 xτ  и )(1 xν , полученное из . После 

интегрирования уравнения (4.1.1) получим 

1D

),,(),(),(~),()(= 01
0

1 yxTdyuyduyxayuu
x

yxx ++−− ∫ ξξξω   (4.1.24) 

).()()(0,=),(),,(),(=),(~
2210111 yyyayxTydyayd ττξξξ ξ ′−−  

При 0+→y  имеем 

,0).()(,0)(~)(,0)((0)=)()( 011
0

1111 xTddxxaxx
x

++−−′′ ∫ ξξτξτωντ   (4.1.25) 

4.1.4. Определение )(1 xτ . Исключая )(1 xν  из соотношений (4.1.23) и 

(4.1.25), приходим к уравнению 

),(~)(),(~)()(~(0)=)( 111
0

111 xgdxAxxax
x

++−′′ ∫ ξξτξτωτ    (4.1.26) 

где  ).,0;(,0)(~=),(~,0),,0;(,0)(=)(~,0),()(=)(~
11111011 ξξξυξ xAdxAxxxaxaxTxgxg yy −+−+

Найдем граничные условия  

 (0).=)((0),=(0)(0),=(0) 212111 ϕτχτχτ l′     (4.1.27) 

Решая задачи (4.1.26), (4.1.27), получим 

 ),()(),((0)
2
1=)( 212

0

2
1 xgdxAxx

x

++ ∫ ξξτξωτ     (4.1.28) 

.)(~)((0)(0)=)(,),(~)())((~=),( 1
0

212112 dttgtxxxgdttAtxxaxA
xx

−++−+− ∫∫ χχξξξξ
ξ

 

Отсюда, воспользуясь третьим условием (4.1.27), находим 
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.)(),(2)]((0)[2=(0) 12
0

2222 ξξτξϕω dAg l
l

l
l

l

∫−−  

Подставляя это в значение (4.1.28), имеем 

 ,)(),()(),()(=)( 12
0

2

2

22
0

31 ξξτξξξτξτ dAxdxAxgx
x

l
l

l

∫∫ −+   (4.1.29) 

где [ ] .)((0)1)(=)( 2
22223 xgxgxg l

l
−+ ϕ  

Из (4.1.29) получим уравнение: 

,)(),()(=)( 11
0

1 ξξτξτ dxHxgx ∫+
l

    (4.1.30) 

где  

.)(),()(=)(),,(),(1=),( 31
0

32
2

1
0

2
21 ξξξξξ dgxRxgxgAdtttxRxxH

xx

∫∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− l

l
 

Таким образом, установлено, что уравнение (4.1.30) имеет единственное 

решение, если 

1,<Hl      (4.1.31) 

здесь .),(max= 1
,0

ξ
ξ

xHH
x l≤≤

 

4.1.5. В области  найдем решение уравнения (4.1.3), когда для искомой 

функции выполняются условия (4.1.7) и 

3D

hyyyu ≤≤),0(=)(0, 2τ . Методом 

Римана имеем 

,)]();,()();,(

)(,0);,()();,([

)();,()();0,,(=),(

1222

212
0

22
0

2

ξξψξξψξ

ξψξξψξ

ηητητη

dyxEyxC

yxwyxB

dyxAyyyxwyxu

x

y

++

+′−′+

++

∫

∫

  (4.1.32) 

где  

),;0,,()(0,)];0,,()(0,[);0,,(=);,( 332 ηηηηηξ ηηη yxwcyxwayxwyxA −+−  
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 ),;,(,0)(,0);,(=);,( 32 ξξξξ η yxwayxwyxB −  

 ),;,(,0)(=);,( 33 ξξξ yxwbyxC −  

 ,0).;,(,0)(,0);,(,0)](,0)([=);,( 3332 ξξξξξξ ηη yxwbyxwdbyxE +−  

Здесь ),;,( ηξyxw  – функция Римана, является решением задачи: 

0,=)()()()()( 33333
*
3 wewdwcwbwawwL +−−++−≡ ηξηηξηξηη  

  },<<0,0<<:),{(=),( *
3 yxD ηξηξηξ ∈

0,,),(exp=|),;,(0,=|),;,( 3== ≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫ ξηξηξ
ξ

ηηη xdsysbyxwyxw
x

yy  (4.1.33) 

 ),;,(=|),;,( 2= ηθηξ ξ yxyxw x  

где );,(2 ηθ yx  – решение задачи Коши:  

,<<0,0=),;,(),()],;,(),([),;,( 33 yxyxwxcxyxwxaxyxw ηηηηηη ηηη +−  

 1.=|),;,(0,=|),;,( 0=0= ηηη ηη xyxwxyxw  

Нетрудно доказать, что решение задачи (4.1.33) существует и 

единственно, если выполняется условие (4.1.4). 

Из (4.1.5) и , с учетом (4.1.32), получим 0>);0,,( 1 yyw l−η

,)(),()(=)( 22
0

2 ηητηγτ dyHyy
y

∫+     (4.1.34) 

где 

}.)]();,()();,()(,0);,()();,([

)({
);0,,(

1=)(,
);0,,(

);,(=),(

11221221112

0

1

1
11

12
2

ξξψξξψξξψξξψξ

ϕγηη
ηη

dyEyCywyB

y
yyw

x
yyw

yAyH

llll

ll

l

l

−+−+′−−′−+

+
−−

−
−

∫
−

После определения )(2 yτ  из (4.1.34) найдем решение задачи 4.1.1 в  по 

формуле (4.1.32). В результате чего удастся определить 

3D

)(0,=)(2 yuy xν . 
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4.1.6. Известно, что решение уравнения теплопроводности, 

удовлетворяющее условия 

,),0(=,0)(,),0(=),(),(=)(0, 122 ll ≤≤≤≤ xxxuhyyyuyyux τϕν  

имеет вид: 

  

,)],(),(),(~

),(),()()[,;,()(,0);,(

)(),;,()();0,,(=),(

01
0

1
00

1
0

2
0

2
0

ηηξηη

ηξηξηωηξξξξτξ

ηηϕηηηνη

ξ

ξ

dTdttutd

uayxGddyxG

dyxGdyxGyxu

y

yy

++

+−−+

+−−

∫

∫∫∫

∫∫
ll

l

где  

.
)4(

)42(exp
)4(

)42(exp
)4(

)4(exp

)4(
)4(exp

)(2
1=),;,(

222

2

=

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−+

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−−

−−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
++

−+

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

−
−

∑
∞+

−∞

η
ξ

η
ξ

η
ξ

η
ξ

ηπ
ηξ

y
nx

y
nx

y
nx

y
nx

y
yxG

n

lllll

l

 

Представим полученное решение в виде  

),,(),(),;,()(),,(=),( 11
000

yxTduyxKddyxMyxu
yy

++− ∫∫∫ ηηξηξξηηωη
l

  (4.1.35) 

где 

,),;,(),(~),;,(),(=),;,(,),;,(=),,(
0

111
0

dttyxGdyxGayxKdyxGyxM ηηξηξηξηξξηξη ∫∫ −
ll

.),()(),;,(

)();0,,()(,0);,(=),(

0
00

2
0

2
0

1
0

1

ηηξξηηϕη

ηηνηξξτξ

ξ dTddyxG

dyxGdyxGyxT

yy

y

∫∫∫

∫∫

−−

−−

l

l

l

 

Используя условие )(=)(0, 2 yyu τ  из (4.1.35), имеем 

,),(),;(0,)(=)(),(0, 1
00

0
0

ηηξηξξηηωη duyKdyrdyM ∫∫∫ +
lll

 (4.1.36) 
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где )(0,)(=)( 120 yTyyr +−τ . 

Представим ),(0, ηyM  в виде  

,),,(2=),(0,
0

2
2

0

ξηξ
π

η
η

dyqdseyM s
y

∫∫ +−
− l

l

 

где 

,
)4(

)42(exp
)4(

)42(exp
)(2

1

)4(
)4(exp

)4(
)4(exp

)(2
1=),,(

22

=

22'

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−+

−
−

−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−

∑

∑
∞+

−∞

∞+

−∞

η
ξ

η
ξ

ηπ

η
ξ

η
ξ

ηπ
ηξ

y
n

y
n

y

y
n

y
n

y
yq

n

n

llll

ll

 

здесь '  – означает отсутствие члена суммы при . 0=n

Заметим, что 1=),(0,lim η
η

yM
y→

. После дифференцирования (4.1.36), имеем 

.),(),;(0,)(=)(),(0,)( 1
00

0
0

ηηξηξξηηωηω duyKdyrdyMy y

y

y

y

∫∫∫ +′+
l

 

Обращая это уравнение, найдем :)(yω  

     (4.1.37) ,),(),,()(=)( 2
00

ηηξηξξω duyKdyry
y

∫∫+
l

где  

,)(),()(=)(,),;(0,),(),;(0,=),,( 0
0

0112 ηηηηξηξηξ
η

dryRyryrdttKtyRyKyK
y

t

y

y ′+′+ ∫∫  

),( ηyR  – резольвента ядра – ),(0, ηyM y . Из (4.1.35) и (4.1.37) придем к 

уравнению: 

,),(),;,(),(=),(
00

ηηξηξξ duyxKdyxTyxu
y

∫∫+
l

   (4.1.38) 

где  
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.)(),,(),(=),(,),,(),,(),;,(=),;,(
0

12
0

1 ηηηηξηξηξ dryxMyxTyxTdttKtyxMyxKyxK
yy

∫∫ −−

 

В силу свойств функций ),;,( ηξyxK  и ,),( yxT  уравнение (4.1.38) 

допускает единственное решение. 

Таким образом, установлен следующий результат: 

Теорема 4.1.1. Задача 4.1.1 имеет единственное решение, если 

выполняются условия (4.1.4), (4.1.10), (4.1.11) и (4.1.31).  
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4.2. Краевые задачи для смешанного параболо-гиперболического 

уравнения третьего порядка с двумя линиями изменения типа 

4.2.1. Пусть  – область, ограниченная отрезками прямых 

. 

D

0)>,,,(0=,=,=,=,=0,= 1111 llll hhyxhyxhyx −−

Рассмотрим задачи сопряжения для уравнений 

,),(0,=)( 1111 DyxuduauuuL xxyxxx ∈++−≡     (4.2.1) 

,),(0,=)( 2222222 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡  (4.2.2) 

,),(0,=)( 3333333 DyxueuducubuauuL yxyyxyxyy ∈+++++≡   (4.2.3) 

где 2,3)=,1,3=(,,,, jiecbda jjjii  – заданные функции, а  0),>0,>(=1 yxDD ∩

0).>0,<(=0),<0,>(= 32 yxDDyxDD ∩∩  

В области D  уравнения (4.2.1) – (4.2.3) можно рассматривать как 

уравнения третьего порядка с разрывными коэффициентами. Поэтому на 

линиях  и  потребуем выполнения условия сопряжений:  0=y 0=x

,0),0,(=0),(0),,(=0),( l≤≤+−+− xxuxuxuxu yy     (4.2.4) 

.),00,(=)0,(),0,(=)0,( hyyuyuyuyu xx ≤≤+−+−     (4.2.5) 

Уравнения (4.2.1) – ( 4.2.3) часто называются псевдопараболическими 

[67]. Отметим также, что в решении уравнения (4.2.1) преобладают свойства, 

характерные для параболических уравнений, а в решении уравнений (4.2.2) и 

(4.2.3) – для гиперболических уравнений. 

Относительно коэффициентов предполагаем следующее: 

).(),()(
),()(),()(

),()(),(),()(
),()(),()(

),()(),(),(

333
10

33

3
01

333
20

33

3
11

33222
10

22

2
01

222
20

22

2
11

22111
01

1

DCeDCDCd
DCDCcDCDCb

DCDCaDCeDCDCd
DCDCcDCDCb

DCDCaDCdDCa

∈∩∈
∩∈∩∈

∩∈∈∩∩∈
∩∈∩∈
∩∈∈∈

+

++

++

++

++

  (4.2.6) 
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Задача 4.2.1. В области D  найти функцию ∩∈ )(),( DCyxu  

 удовлетворяющую уравнения (4.2.1), 

(4.2.2) и (4.2.3) в областях  и  соответственно, условия сопряжений 

(4.2.4), (4.2.5) и краевые условия 

2,3),=()()]()([ 1
0321

1
11 iDCDCDC i

+++ ∩∪∩

21, DD 3D

,),0(=),(),(=),( 211 hyyyuyyu ≤≤− ϕϕ ll     (4.2.7) 

0,),(=,0)(),(=,0)( 121 ≤≤− xxxuxxu y lψψ     (4.2.8) 

,),0(=),(0,),(=)(0, 311 l≤≤−≤≤− xxhxuyhyyu ψχ   (4.2.9) 

где )(),1,3=()(1,2),=()( yjxiy ji χψϕ  – известные функции, причем 

,0],[)(],[0,)(
1,2),=(,0][)(],[0,)(],[0,)(

1
21

3

12
2

1
1

hCyCx
iCxhCyhCy i

−∈∈
−∈∈∈

χψ
ψϕϕ

l

l
  (4.2.10) 

(0).=)((0),=(0)),(=(0)(0),=(0) 3121121 ψχχψψϕχψ h−′−l   (4.2.11) 

Уравнения (4.2.1) – (4.2.3) являются уравнениями смешанного типа с 

двумя перпендикулярными линиями изменения типа в .D  

Задача 4.2.2. Пусть: 

,),0(=0),(=0),(),(=0),(=0),( 11 l≤≤+−+− xxxuxuxxuxu yy ντ   (4.2.12) 

,),0(=)0,(=)0,(),(=)0,(=)0,( 22 hyyyuyuyyuyu xx ≤≤+−+− ντ  (4.2.13) 

где )1,2=(, iii ντ  – искомые функции. 

В области  найдем решение уравнения (4.2.2), удовлетворяющее 

условия (4.2.12) и первое условие (4.2.9) (задача 4.2.2). 

2D

Рассмотрим тождество 

,])([

])([=)()(

2222

222
*
2

ηηηξξηξη

ξηηη

ϑϑϑϑϑϑ

ϑϑϑϑϑ

udububuauu

uCuauuLuL

+−+++−

−−+−    (4.2.14) 

где  .)()()()()( 22222
*
2 ϑϑϑϑϑϑϑ ηξηηξηξηη edcbaL +−−++−≡

После интегрирования (4.2.14) по области 

 получаем вид решения задачи 4.2.2: 0}<<,<<0:),{(=*
2 ηξ yxyxD
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),,()();,()();0,,(

)]();,()();,([)(,0);,()(),(=),(

11
0

1111
0

111

yxfdyxEyyyx

dyxCyxBxxyxxyxAyxu

y

x

+++

+++−

∫

∫

ηηχηχϑ

ξξνξξτξνϑτ

η

 (4.2.15) 

где ),;,( ηξϑ yx  – решение задачи: 

  ,),(0,=)( *
2

*
2 DL ∈ηξϑ

  ,,0),(=),;,(0,=),;,( 2 xdsysbexpyyxyyx
x

≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫ ξξϑξϑ
ξ

η

 0,),0;,(=),;,( 1 ≤≤ηηθηϑ yxxyx  

а );,(1 ηθ yx  – решение задачи: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +−

,1=|),x;y,x(0,=|),x;y,x(

0,=),x;y,x(),x(c)],x;y,x(),x(a[),x;y,x(

y=y=

22

ηη

ηηη

ηϑηϑ

ηϑηηϑηηϑ
 

здесь  

[ ],)0,;,()0,()0,()0,(

)0,;,()0,()0,;,()0,()0,;,();,(

),0,;,()0,()0,;,(),(

222

221

21

ξϑξξξ

ξϑξξϑξξϑξ

ϑϑ

ηξ

ηξη

η

yxdba

yxayxbyxyxB

xyxxaxyxyxA

−++

++−−=

−=

 

[ ]
[ ] ).0()0,0;,()0()0,0;,()0,0()0,0;,(),(

,),0;,(),0(),0(),0;,(),0(),0;,();,(

),0,;,()0,()0,;,();,(

21

2221

21

χϑχϑϑ

ηϑηηηϑηηϑη

ξϑξξϑξ

η

ηηηη

ξ

′++=

+++−=

−=

yxyxayxyxf

yxcayxayxyxE

yxbyxyxC

 

Лемма 4.2.1. Если :,0][,][0, 1hyx −∈∀∈∀ l   

0,),(),( 22 ≥+ yxycyxa       (4.2.16) 

то 

.,0);,(=)(:][0, 11 hxhxxVx ≥−∈∀ ϑl     (4.2.17) 

Доказательство. Интегрируя уранение 

0,=)()()()( 2222 ξηηξηξηη ϑϑϑϑϑ cbaL +++−≡∗    (4.2.18) 

по области  

{ }0,0:),( 12 <<−<<= ηξηξ hD l  
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получим интегральное уравнение 

[ ]

[ ] .ds)s,t;y,x()s,t(d)s,t()s(dt

ds)s,;y,x()s,(c)s()s,(a

dt),t;y,x(),t(by),;y,x(

y
22

x

y
22

x
2

∫∫

∫

∫

−−++

+−−+

++−=

ηξ

η

ξ

ϑη

ξϑξηξ

ηϑηηηξϑ

l

   (4.2.19) 

Полагая x=ξ  из (4.2.19), имеем 

[ ] dssxyxsxcssxayxyx
y

),;,(),()(),(=),;,( 22 ϑηηηϑ
η

−−+− ∫   (4.2.20) 

Из (4.2.20) при  и 1hy −= 0=η  получим 

[ ]∫
−

−++=−
0

12211
1

),;,(),(),()0,;,(
h

dssxhxsxscsxahxhx ϑϑ .   (4.2.21) 

Если 

[ ]0,1hs −∈∀  и [ ]l,0∈∀x : ,0),(),( 22 ≥+ sxscsxa  

то ядро уравнения (4.2.21) неотрицательно. Тогда из общей теории 

интегральных уравнений заключаем, что уравнение (4.2.21) имеет 

неотрицательное решение, причем 

.0)0,;,( 11 >≥− hxhxϑ  

Лемма 1 доказана. 

Исходя из уравнения (4.2.19), методом дифференцирования заключаем, 

что функция ),;y,x( ηξϑ  по переменным x  и y  удовлетворяет уравнение 

022222 =+++++ ϑϑϑϑϑϑ edsba yxyyxyxyy  

и следующие условия 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

==

∫=

=

,dt),t(bexp),;y,x(

,0),;,x(),;y,x(

x
2y

y

ξ

η

η

ηηξϑ

ηξηϑηξϑ
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[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

=++

−=

=

.1),;,(,0),;,(

,0),;,(),(),;,(),(),;,( 22

ηη

ξ

ηϑηξϑ

ηξϑηξϑηξϑ

yyy

xyyy

xyxyx

yxyxcyxyxayx
 

Из (4.2.19) и (4.2.20) также легко заметить следующие свойства функции 
:),;,( ηξϑ yx  

,0),;,(),;,( ==
=
=

=
=

η
ξ

η
ξ ηξϑηξϑ

y
x

y
x yxyx  

.1),;,(,1),;,( −==
== ηηη ηϑηϑ

yyy
xyxxyx  

Используя второе условие: (4.2.9) из (4.2.15), найдем связь между 

функциями )(2 xτ  и )(2 xν : 

[ ,)();,()();,(

)()0,;,()(),(

0
111111

11111

ξξνξξτξ ]

νϑτ

dhxChxB

xxhxxhxA
x

∫ −+−+

+−−−

   (4.2.22) 

где 

).,()();,()(),0;,()()( 11

0

1111131
1

hxfdhxEhhhxxx
h

−−−+−−−−=Ψ ∫
−

ηηχηχϑψ η  

Используя неравенство (4.2.17), соотношение (4.2.22) перепишем в виде 

,)(),()()(),()()(=)(
0

121
0

11 ∫∫ +Ψ++
xx

dxCxdxBxxAx ξξνξξξτξτν   (4.2.23) 

где  

,
)0,;,(
);,(),(,

)0,;,(
),()(

1

11

1

11

xhx
hxBxB

xhx
hxAxA

−
−

=
−
−

=
ϑ

ξξ
ϑ

 

.
)0,;,(

)()(,
)0,;,(
);,(),(

1

1
2

1

11

xhx
xx

xhx
hxCxC

−
Ψ

−=Ψ
−
−

=
ϑϑ

ξξ  

Обратив относительно )(1 xν  уравнение (4.2.23), придем к уравнению 

,)()(),(~)()(=)( 31
0

11 xdxBxxAx
x

Ψ++ ∫ ξξτξτν   (4.2.24) 
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где 

,),(),(),()(),(),(~
11 ∫++=

x

dttxRtBxRAxBxB
ξ

ξξξξξ  

.),()()()(
0

1223 ∫Ψ−Ψ−=Ψ
x

dttxRtxx  

 

Задача 4.2.3. После интегрирования (4.2.1) получим 

,),(),(~),()()(),0()(=
0

11221 ∫+−′−+−
x

yxx dsysuysduyxayyyayuu ττω  

где ),(,(),(~
111 ysdysaysd s −= , а )(yω  – произвольная неизвестная функция. 

Отсюда, устремляя к нулю, получим y

.)(,0)(~)()0,((0)(0)(0,0)(0)=)()( 11
0

11111 dsssdxxaaxx
x

ττχχωντ ∫+−′−+−′′  (4.2.25) 

Исключая )(1 xν  из (4.2.24) и (4.2.25), придем к интегро-

дифференциальному уравнению 

,)(),()()0()()()( 11
0

411 ξξτξωττ dxHxxxqx
x

∫+Ψ+=+′′   (4.2.26) 

где 

).0()0()0,0()(
),0,(~),(~),(

),(0),()(

134

11

1

χχ
ξξξ

′−+Ψ=Ψ
+=

−=

ax
dxBxH

xAxaxq

 

После двукратного интегрирования соотношения (4.2.26) имеем 

   ,)(),()((0)
2
1)( 12

0
5

2
1 ξξτξωτ dxqxxx

x

∫+Ψ+=    (4.2.27) 

где 

,),()(),(,),(),( 1112 ∫∫ +−==
xx

dttHqxqdttqxq
ξξ

ξξξξξ  
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).0()0(),0()0(,)()()0()0()( 11114
0

115 ψτψτξξξψψ ′=′=Ψ−+′+=Ψ ∫ dxxx
x

 

Используя согласования )0()( 11 ϕν =l  из (4.2.27) определим неизвестную 

константу )0(ω : 

[ ] .)(),(2)()0(2)0(
0

122512 ∫−Ψ−=
l

l
l

l
l

ξξτξϕω dq  

Подставляя это значение в (4.2.27), придем к уравнению 

  ,)(),()(),()()(
0

1212
0

2

2

61 ∫∫ +−Ψ=
x

dxqdqxxx ξξτξξξτξτ l
l

l

  (4.2.28) 

где 

[ ].)()0()()( 512

2

56 l
l

Ψ−−Ψ=Ψ ϕxxx  

После обращения интегрального уравнения получим 

        (4.2.29) ,)(),()()( 1
0

1 ξξτξτ dxKxx ∫+Ψ=
l

где 

,)(),()()(

,),(),(1),(),(

0
626

0
22

2
222

2

∫

∫

Ψ+Ψ=Ψ

−=

x

x

dtttxRxx

dtqtxRtdqxxK ξξξξ l
l

l
l

 

),(2 txR  – резольвента ядра ),(2 ξxq . 

Лемма 4.2.2. Если 

   1,<Kl      (4.2.30) 

где ,),(max=
,0

txKK
tx l≤≤

 то уравнение (4.2.29) имеет единственное решение. 

 Доказательство леммы 4.2.2 следует из общей теории интегральных 

уравнений [40]. 
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Задача 4.2.4. Рассмотрим уравнение (4.2.3) в области (к пункту 4.2.4). 

Рассмотрим уравнение (4.2.3) в области { }hyxyxD <<<<−= 0,0:),( 13 l . 

Составим тоджество 

[ ]
[ ]

ηηηξξηξη

ξηηη

wuduwbwubwuauwwu

wucuwauwwuLuwL

3333

3333

)(

)()()(

+−+++

++−−=− ∗

 

и интегрируем его по области { }yxD <<<<=∗ ηξηξ 0,0:),(3 . Тогда имеем 

[ ] [ ]

[ ] .)(

)(

33

3333

33

ηω

ξηξ

ηηη

ηξξηξη

dwucuwau

dwubwuauwwuddwuLuwL
DD

−−−+

+−−−−=− ∫∫∫
∗∗

∗

 (4.2.31) 

Теперь подберем функцию ),;,( ηξyxw  так, чтобы она удовлетворяла 

уравнение 

∗

∗

∈=+−

−−++−≡

333

3333

),(,0)(

)()()()(

Dwewd

wcwbwawwL

ηξη

ξηηξηξηη    (4.2.32) 

и условия 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

<<⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== ∫

,);,(),;,(

0,),(exp),;,(,0),;,( 3

ηθη

ξξηξ
ξ

η

yxxyxw

xdsysbyyxwyxw
x   (4.2.33) 

где функция );,( ηθ yx  является решением следующей задачи: 

[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

<<=+−

==
,1),;,(,0),;,(

,0,0),;,(),(),;,(),(),;,( 33

yy xyxwxyxw

yxyxwxcxyxwxaxyxw

ηηη

ηηηηη

ηη

ηηηηηη
 

допускающей единственное решение. 

Методом интегрирования решение задач (4.2.32) – (4.2.33) сведем к 

интегральному уравнению вида: 
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[ ]

[ ] ,),;,(),()(),(

),;,(),()(),(

),;,(),(),;,(

33

33

3

∫∫

∫

∫

−−

−−−

++−=

ηξ

η

ξ

ηη

ξξηξ

ηηηηξ

yx

y

x

dtsyxwtsettsdds

dttyxwtctta

dssyxwsbyyxw

   (4.2.34) 

имеющему единственное решение. 

Рассмотрим вспомогательную задачу (задача 4.2.3), заключающую в 

определении решения уравнения (4.2.3) в области , при выполнении условий 

(4.2.8) и 

3D

)(),0( 2 yyu τ= . 

После вычисления интегралов, с учетем условий (4.2.33) из (4.2.31), 

получаем 

[ ]

),y,x(fd)();y,x(E)y()y0,;y,x(w

d)();y,x(C)();y,x(B

)x(,0)x;y,x(w)x()y,x(A)y,x(u

2

y

0
222

x

0
2212

22

+++

+++

+−=

∫

∫

ηητητ

ξξψξξψξ

ψψ

η

  (4.2.35) 

где  

[ ] ,,0);,()0,()0,()0,(,0);,()0,(

,0);,(,0)(,0);,();,(

,,0);,()0,(,0);,(),(

33

32

22

ξξξξξωξ

ξξξξ

ξηξξη

ξξη

η

yxwdbayxb

yxwayxwyxB

xyxwxaxyxwyxA

−+++

++−=

−=

 

[ ]
[ ] ).0(0,0);,()0(0,0);,()0,0(0,0);,(),(

,)0,;,()(0,)0,;,()(0,)0,;,();,(

,,0);,(,0)(,0);,();,(

2132

332

32

ψψ

ηηηηηη

ξξξξ

η

ηηη

ξ

yxwyxwayxwyxf

yxwcyxwayxwyxE

yxwbyxwyxC

++−=

−+=

−=

 

 

Лемма 4.2.3. Если 

[ ] [ ] ,0),(:,00,),( 31 ≥∈∀∧−∈∀ yxbhyyx l     (4.2.36) 

то 
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1.);0,,(:],[0 1 ≥−∈∀ yywhy lη      (4.2.37) 

Доказательство. Вычислим производную ),;,( ηξη yxw  используя 

формулу (4.2.34): 

.),;,(),(

),;,(),(),;,(),(),;,(),(

),;,(),(),;,(),(1),;,(

3

333

3

∫∫

∫∫

∫ ∫

+

+−−+

+++=

ηξ

ξη

ξ ξ

ηξηη

ηηηξξηξηξ

ηηηηηξ

yx

xy

x x

dttsyxwtseds

dsyxwsddttyxwtcyxwa

dssyxwsbdssyxwsbyxw

 

Отсюда при y=η  и 0=ξ  имеем 

.0,),;,(),(1),0;,(
0

13∫ ≤≤−+=
x

xdsysyxwysbyyxw lηη   (4.2.38) 

Если предполагать, что [ ] ,0),(:0, 31 ≥−∈∀ ysbs l  то интегральное 

уравнение имеет неотрицательное решение. Следовательно, при [ ]hy ,0∈∀  

имеет место неравенство .1),0;,( 1 ≥− yyw lη  

Лемма 4.2.3 доказана. 

При выполнении условия (4.2.36), используя второе условие (4.2.7) из 

(4.2.35), с учетом (4.2.37) получим 

,)(),()(=)( 2
0

2 ηητητ dyKyy
y

∫+Φ  

где )y(),,y(K Φη  – заданные функции, выражающиеся через данные 

задачи 4.2.3. 

Определив отсюда )(2 yτ  из (4.2.22), найдем ).(0,=)(2 yuy xν  

Задача 4.2.5. Интегрируя уравнение (4.2.1) по x  и выписывая решения 

уравнения теплопроводности, удовлетворяющее условия 

 
,0),(=,0)(

,0),(=),(),(=)(0,

1

22

l

l

≤≤
≤≤

xxxu
hyyyuyux

τ
ϕνη
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имеем 

,)],(),(),(~),(),(

)()[,;,()(),0,;,(

)(),;,()();0,,(=),(

01
0

1

00
1

0

2
0

2
0

ηηξηηηξηξ

ηωηξξξξτξ

ηηϕηηηνη ξ

dTtutdua

yxGddyxG

dyxGdyxGyxu

y

yy

++−

−−+

+−−

∫

∫∫∫

∫∫

l

ll

l

 (4.2.39) 

где  - функция 

Грина. 

),;,(),()()(0,=),(),,(),(=),(~
2210111 ηξηττηηη xGyyyayxTtdtatd t ′−−

Используя условие )(=)(0, 2 yyu τ  из (4.2.25), (4.2.37), выражаем )( yω  

через ),( yxu  и тем самым придем к уравнению 

,),(),;,(),(=),(
00

ηηξηξξ duyxKdyxTyxu
y

∫∫+
l

 

допускающему однозначное решение. 

Теорема 4.2.1. Решение задачи 4.2.1 существует и единственно, если 

выполняются условия (4.2.6), (4.2.10), (4.2.11), (4.2.16), (4.2.30), (4.2.36). 
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4.3. Краевые задачи для смешанного параболо-гиперболических 

уравнений с двумя линиями изменения типа 

4.3.1. Пусть D  – область, ограниченная отрезками прямых 

}0,0:),{( 11 ≤≤−== yhxyxAA , }0,:),{( 111 l≤≤−== xhyyxBA , 

}0,:),{( 11 ≤≤−== yhxyxBB l , }0,:),{(0 hyxyxBB ≤≤== l , 

}0,:),{(00 l≤≤== xhyyxAB , }0,:),{( 100 ≤≤−== xhyyxCA l , 

}0,:),{( 10 hyxyxCC ≤≤−== l , }0,0:),{( 1 ≤≤−== xyyxCA l   0).hh,,,( 11 >ll

Будем изучать краевые задачи для уравнений 

,),(0)( 11 DyxuuuL xyxxx ∈=−≡ ,       (4.3.1) 

,),(0),(),()( 212 DyxuyxduyxbuuL yxyxxy ∈=++≡ ,    (4.3.2) 

,),(0),(),()( 323 DyxuyxcuyxbuuL xxyxyy ∈=++≡ ,    (4.3.3) 

где  – известные функции, а cdibi ,),2,1( = ,0)y0,(xDD1 >>∩=  

, 0)y0,(xDD2 <>∩= 0)y0,(xDD3 ><∩= . 

Пусть: 

).(),(),(),(

),(),(),(),(

3
01

2
10

3
11

22
11

1

DCyxcDCyxd

DCyxbDCyxb
++

++

∈∈

∈∈
    (4.3.4) 

Задача 4.3.1. Требуется определить функцию 

)]()()([)(),( 3
21

2
12

1
111 DCDCDCDCyxu +++ ∪∪∩∈ , )( 1DCuxxx ∈ , удовлетворяю-

щую уравнения (4.3.1), (4.3.2) и (4.3.3) в областях , и  соответственно, 

краевые условия 

21, DD 3D

,0),(),(),(),( 1211 hyyyuyyu ≤≤==− ϕϕ ll     (4.3.5) 

,0),(),0(),(),0( 221 ≤≤−== yhyyuyyu x χχ    (4.3.6) 

0),()0,(),()0,( 121 ≤≤−== xxxuxxu y lψψ     (4.3.7) 

и условия сопряжения 
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l≤≤+=−+=− xxuxuxuxu yy 0),0,()0,(),0,()0,( ,    (4.3.8) 

,0),,0(),0(),,0(),0( hyyuyuyuyu xx ≤≤+=−+=−    (4.3.9) 

где )2,1()(),(),( =ixyy iii ψχϕ  – заданные гладкие функции, причем 

),2,1(]0,[)(],0,[)(

],,0[)(],,0[)(

1
1

1
1

1
2

2
1

=−∈−∈

∈∈

iCxhCy

hCyhCy

ii lψχ

ϕϕ
   (4.3.10) 

).0()0(),0()0(),0()0(
),0()0(),()0(

222112

11111

χψχψχψ
χψψϕ

′=′=′′=
=−= l

    (4.3.11) 

Заметим, что линии 0,0 == yx  являются характеристиками (4.3.1) – 

(4.3.3). Уравнения (4.3.1) – (4.3.3) являются уравнениями смешанного типа с 

двумя перпендикулярными линиями изменения типа в области  [51]. D

Пусть: 

,x0(x),0)(x,u0)(x,u (x),0)u(x,0)u(x, 1yy1 l≤≤=+=−=+=− ντ  (4.3.12) 

,y0(y),y)0,(uy)0,(u (y),y)0,u(y)0,u( 2xx2 h≤≤=+=−=+=− ντ  (4.3.13) 

где )(),(),(,)( 2121 yxyx ννττ  – искомые функции. 

Задача 4.3.2. В области  найдем решение уравнения (4.3.2) с условия-

ми 

2D

,0),(),0(),(),0( 221 ≤≤−== yhyyuyyu x χχ    (4.3.14) 

l≤≤= xxxu 0),()0,( 1τ .       (4.3.15) 

Рассмотрим тождество 

,))((

)()()(

1

122

yxyxx

xyxyxy

udubu

ubuuuLuL

υυυ

υυυυυ

−+−

−++=− ∗

   (4.3.16) 

где  – сопряженный оператор оператора . 

Выберем прямоугольник  с вершинами , т.е. 

, а . Из тождества (16) получим 

yxyxxy dubL )()()( 12 −+−≡∗ υυυ )(2 uL

∗
2D )0,(),,(),,0(),0,0( 11 xByxByAA ∗∗∗

}0,0:),{(2 <<<<=∗ ηξηξ yxD ∗∂= 2DΓ
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.)())((

)()((

11

22

2

∫

∫∫

Γ

∗

+++−+=

=−
∗

ηυυυξυυυ

ηξυυ

ηξηξηξηξξ dubuududubu

dduLuL
D  (4.3.17) 

Функцией Римана назовем решение следующей задачи Гурса: 

,0)()()( 12 =+−≡∗
ηξηξξη υυυυ dbL     (4.3.18) 

,0,0|),( ≤≤== ηηξυ ξ yx       (4.3.19) 

,0,1|),( ≤≤== ηηξυ ξξ yx      (4.3.20) 

,0),,(|),( xyy ≤≤== ξξωηξυ η      (4.3.21) 

где ),( yξω  – решение задачи Коши: 

.1|),(,0|),(

,0,0),(),()],(),([),( 1

==

<<=+−

== xx yy

xyydyyby

ξξ

ξξξ

ξυξυ

ξξυξξυξξυ
 (4.3.22) 

После интегрирования (4.3.18) получим 

0),(]),([ 1 =+− υηξυηξυ ξξξ db .    (4.3.23) 

Далее приходим к уравнению 

∫+−=
ξ

ηυηξξηξυ
x

dtttKx ),(),,(),( 0 , 

где ),()(),(),,( 10 ηξηηξ tdttbtK −+= . Решение данного уравнения представим в виде 

,))(,,(),,(),( ∫ −+−=≡
ξ

ηξξηξυηξυ
x

dtxttRxx    (4.3.24) 

где ∑
∞

=
=

0
),,(),,(

n
n tKtR ηξηξ  – резольвента ),,(0 tK ηξ , а 

∫ == −

ξ

ηξηηξ
t

nn ndssKtsKtK ,...2,1,),,(),,(),,( 10 . 

Заметим, что функция Римана не зависит от переменной . Имеем y

∫+=
ξ

ηξηηξηξ
t

dssRtsKtKtR ),,(),,(),,(),,( 00 . 
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Отметим, что 

.),,(),(),,(),(),(),,( 1 ∫−+−=
ξ

ξ ηηηξηξηηξ
t

dstsRsdtRbtdtR  

Тогда ∫−+=
ξ

ξ ηυηηξυηξηξυ
t

dttxsdxbx ),,(),(),,(),(1),,( 1 . Следовательно, 

функция ),,( ηξυ x  удовлетворяет уравнения (4.3.23) и (4.3.18). Из (4.3.24) также 

получаем соотношения: 

.1),,(,0),,( == ηυηυ ξ xxxx      (4.3.25) 

Так как ,),,(1),,( ∫−−=
ξ

ηξηξυ
x

x dttRx  +== ),(),,(),,( 1 ηηξηξυ xbxRxxx  

, то функция ∫ −++−+
ξ

ηξηηηξ
x

dssRxdsxxbxdx ),,()],()(),([),()( 1 ),,( yx ξυ  удов-

летворяет уравнение 

.0),,(),(),,(),(),,( 1 =+− yxyxdyxyxbyx ξυξυξυξξ   (4.3.26) 

Отсюда получаем представление решения задачи Гурса (4.3.14), (4.3.15) 

для уравнения (4.3.2) в виде: 

∫ ×+−−=
x

dxbxxxxyxu
0

11 )0,()]0,,()0,([)0,,({)()0,,(),( ξξυξξυτυ ξξξξ

∫ ×+′−′−×
y

bxxdx
0

1121 ),0()(),0,()(),0,({)()}0,,( ηηχηυηχηυξξτξυ ξ  

ηηχηυη dxb )}()},0,(),0( 11 ′× . 

Если воспользоваться соотношениями 

1)0,,( −=xxxυ , , ∫++=
x

dttxtdxbx
0

1 ),,(),(),0,(),0(1),0,( ηυηηυηηυξ

то  
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∫ ∫

∫

′+

+′−−+=

y x

y

dxdd

dxyxyxu

0 0
1

0
2111

,),,(),()(

)(),0,()0()()(),(

ξηξυηξηηχ

ηηχηυχχτ
   (4.3.27) 

где )(1 xτ  – искомая функция. Покажем, что функция ),,( yxu  определяемая 

формулой (4.3.27), удовлетворяет условия (4.3.14), (4.3.15) и удовлетворяет 

уравнение (4.3.2). 

Из (4.3.27) определим производную : ),( yxuy

∫′+′+′=
x

y dyxydyyyxyyxu
0

121 ),,(),()()(),0,()(),( ξξυξχχυχ , 

и тем самым след нормальной производной при 0−→y : 

∫′+′+′=
x

dxdxx
0

1211 )0,,()0,()0()0()0,0,()0()( ξξυξχχυχν   (4.3.28) 

Отметим, что )(1 xν , определенное формулой (4.3.28), является решением 

следующей задачи: 

⎩
⎨
⎧

′=′′=
=+′+′′

).0()0(),0()0(
,0)()0,()()0,()(

2111

1111

χνχν
ννν xxdxxbx

 

Указанное уравнение легко получается из уравнения (4.3.2) при 0−→y . 

4.3.3. В области  рассмотрим задачу для уравнения (4.3.3) с условиями 3D

,0),()0,(),()0,( 121 ≤≤−== xxxuxxu y lψψ    (4.3.29) 

hyyyu ≤≤= 0),(),0( 2τ .      (4.3.30) 

Интегрируя тождество 

,)(

))(()()(

2

233

yxxyxy

xyyy

ubuu

ucubuuLuL

ϑϑϑ

ϑϑϑϑϑ

++−

−−+=−∗

 

где  – сопряженный оператор оператора  

имеем 

xxyxyy cbL )()()( 23 ϑϑϑϑ −+−≡∗ ),(3 uL
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∫

∫∫

Γ

∗

−++++=

=−
∗

1

3

,))(()(

)()((

22

33

ηϑϑϑξϑϑϑ

ηξϑϑ

ηηηξξηξη ducubudubuu

dduLuL
D  (4.3.31) 

где  .},0,0:),{( 313
∗∗ ∂=Γ<<<<= DyxD ηξηξ

Функцией Римана является решение задачи: 

,0)()()( 23 =−+−≡∗
ξξηξηη ϑϑϑϑ cbL     (4.3.32) 

,0,1|),(

,0,0|),(

≤≤=

≤≤=

=

=

ξηξϑ

ξηξϑ

ηη

η

x

x

y

y      (4.3.33) 

yxx ≤≤== ηηωηξϑ ξ 0),,(~|),( ,     (4.3.34) 

где ),(~ ηω x  – решение задачи Коши: 

.1|),(,0|),(

,0,0),(),()],(),([),( 2

==

<<=+−

== yy xx

yxxcxxbx

ηη

ξηη

ηϑηϑ

ηηϑηηϑηηϑ
 (4.3.35) 

Интегрируя уравнение (4.3.32), приходим к интегральному уравнению 

∫+−=
η

ξϑηξηηξϑ
y

dtttHy ),(),,(),( 0 ,     (4.3.36) 

где ),()(),(),,( 20 tcttbtH ξηξηξ −+=  – решение, которое имеет вид 

,))(,,(),,(),( 1∫ −+−=≡
η

ηξηηξϑηξϑ
y

dtyttRyy    (4.3.37) 

где ∑
∞

=
=

0
1 ),,(),,(

n
n tHtR ηξηξ  – резольвента ядра ),,(0 tH ηξ , а 

∫ == −

η

ηξξηξ
t

nn ndssHtsHtH ,...2,1,),,(),,(),,( 10 . 

Из (4.3.37) следует, что функция Римана не зависит от переменной x. 

После вычисления интегралов по границам области , из (4.3.31) полу-

чим представление решения задачи Гурса (4.3.29), (4.3.30) для уравнения (4.3.3) 

в виде: 

∗
3D
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∫ ∫

∫

′+

+′−−+=

x y

x

dycd

dyxyyxu

0 0
1

0
2112

,),0,(),()(

)()0,,()0()()(),(

ηηϑηξξξψ

ξξψξϑψψτ
  (4.3.38) 

где )(2 yτ  – искомая функция. Нетрудно показать, что функция ),( yxu , опреде-

ляемая по формуле (4.3.38), удовлетворяет условия (4.3.29), (4.3.30) и удовле-

творяет уравнение (4.3.3). Воспользуясь первым условием (4.3.6), определим 

)()( 12 yy ϕτ = . 

Из (4.3.38) определим производную : ),( yxux

∫′+′−′=
y

x dyxcxxxyxyxu
0

121 ),0,(),()()()0,,()(),( ηηϑηψψϑψ  

и след нормальной производной при 0−→x : 

.),0,(),0()0()0()0,0,()0()(
0

1212 ∫′+′−′=
y

dycyy ηηϑηψψϑψν   (4.3.39) 

Нетрудно показать, что )(2 yν , определенное формулой (4.3.39), является 

решением уравнения 

0)(),0()(),0()( 2222 =+′+′′ yycyyby ννν , 

полученного из уравнения (4.3.3) при 0−→x , и удовлетворяет условия: 

)0()0(),0()0( 2212 ψνψν ′=′′= . 

Задача 4.3.4. В области  рассмотрим задачу 1D

,),(0)( 11 DyxuuuL xyxxx ∈=−≡ ,     (4.3.40) 

,0),(),(),(),0(),(),0( 222 hyyyuyyuyyu x ≤≤=== ϕντ l   (4.3.41) 

.0),()0,( 1 l≤≤= xxxu τ      (4.3.42) 

Интегрируя уравнение (40), имеем 

),(ywuu yxx ′−=−       (4.3.43) 

где  – произвольная функция. Тогда функция )(yw )(),(~ ywyxu =  является од-

ним из частных решений неоднородного уравнения (4.3.43). В силу линейности 
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уравнения (4.3.43) заключаем, что общее решение этого уравнения имеет вид 

)(),(),( ywyxzyxu += ,     (4.3.44) 

где ),( yxz  – общее решение уравнения 

    0=− yxx zz .     (4.3.45) 

В силу того, что любая константа  является решением уравнения 

(4.3.43), можно доказать, что 

C

0)0( =w . В самом деле, равенство (4.3.44) можно 

представить в виде: 

)(~),(~])([]),([),( ywyxzCywCyxzyxu +=−++= , 

где CywywCyxzyxz −=+= )()(~,),(),(~ . Отсюда заключаем, что ,0)0(~ =w  если 

)0(wC = . Следовательно, можно считать, что в представлении (4.3.44) функция 

 удовлетворяет условие )(yw 0)0( =w . 

Переходя к пределу при ,0+→y  из уравнения (4.3.43) имеем 

,0),0()()( 11 l<<′−=−′′ xwxx ντ     (4.3.46) 

где  – неизвестная константа. Так как функция )0(w′ )(1 xν  известна и определе-

на по формуле (4.3.28), то из (4.3.46) можно определить )(1 xτ  со следующими 

условиями: )0()(),0()0(),0()0( 212111 ϕτψτψτ ==′= l . 

Тогда из (4.3.40) и (4.3.41) для ),( txz  получим следующие условия: 

.0),()0,(
,0),()(),(,0),(),0(

1

22

l

l

≤≤=
≤≤−=≤≤=

xxxz
hyywyyzhyyyzx

τ
ϕν

  (4.3.47) 

Теперь выпишем решение уравнения (4.3.45), удовлетворяющее условие 

(4.3.47): 

∫

∫∫

+−

−−−=

l

l

0
1

0
2

0
2

,)()0,;,()](

)()[,;,()(),0;,(),(

ξξτξηη

ηϕηηηνη ξ

dyxGdw

yxGdyxGyxz
yy

  (4.3.48) 

где ∑
∞

−∞=
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+−

−
−

=
n y

nx
y

yxG
)(4

)4(exp
)(2

1),;,(
2

η
ξ

ηπ
ηξ l  
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⎥
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)(4
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)(4

)42(exp
)(4
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222

η
ξ

η
ξ

η
ξ

y
nx

y
nx

y
nx lllll  

 – функция Грина. 

Если учесть, что для ),( txz  выполняется еще и соотношение  

,0),()(),0( 2 hyywyyz ≤≤−=τ  

то из (4.3.48) получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода для 

)y(w : 

),()(),;,()(
0

ygdwyxGyw
y

=+ ∫ ηηηξ l     (4.3.49) 

где  

∫∫ ∫ +−+=
l

l
0

1
0 0

222 ,)()0,;,0()(),;,0()(),0;,0()()( ξξτξηηϕηηηνητ ξ dyGdyGdyGyyg
y y

 

которое допускает единственное однозначное решение. 

Таким образом, доказана 

Теорема 4.3.1. Задача 4.3.1 имеет единственное решение, если выполня-

ются условия (4.3.4), (4.3.10) и (4.3.11). 

Аналогично исследуются следующие задачи. 

Задача 4.3.2. Найти функцию ),( yxu , удовлетворяющую все условия за-

дачи 4.3.1, если вместо условий (4.3.6) берутся условия 

,0),(),(),(),( 243 ≤≤−== yhyyuyyu x χχ ll  

где )4,3()( =iyiχ  – заданные гладкие функции. 

Задача 4.3.3. Требуется найти функцию ),( yxu , удовлетворяющую все 

условия задачи 4.3.1, если вместо условий (4.3.7) берутся условия 

0),(),(),(),( 143 ≤≤−== xxhxuxhxu y lψψ , 

где )4,3()( =ixiψ  – заданные гладкие функции. 
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Заключение по главе 4 

В четвертой главе диссертации сформулированы и исследованы краевые 

задачи для смешанных параболо-гиперболических уравнений с двумя линиями 

склеивания, когда в прямоугольнике первой четверти рассматривается парабо-

лическое уравнение третьего порядка, а в прямоугольниках второй и четвертой 

четверти, имеющих общие границы с первым прямоугольником, гиперболиче-

ские уравнения третьего порядка с различными некратными действительными 

характеристиками.  

Методом понижения порядка уравнений, методом сопряженных задач и 

интегральных уравнений получены представления решений во всех трех облас-

тях, существование решений установлено методом редукции к интегральным 

уравнением Фредгольма и Вольтерра второго рода. 

Получены достаточные условия разрешимости задачи относительно ко-

эффициентов уравнений а так же данные этих задач. Доказаны свойства функ-

ции Римана и её производных, отражающие характер роста по определенным 

направлениям. 
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ВЫВОДЫ 

В диссертации сформулированы и исследованы локальные и нелокальные 

краевые задачи для уравнений смешанного параболо-гиперболического типа 

третьего порядка с одной и двумя линиями изменения типа. 

Отличительной чертой нелокальных задач является в том что, нелокаль-

ные условия задачи содержат интегральные члены, характеризирующие опре-

деленные усредненные величины.  

При решении задач использованы методы понижения порядка уравнений, 

метод сопряженных задач, метод редукции к интегральным уравнениям, прин-

цип сжимающих отображений и метод последовательных приближений. 

Определены достаточные условия существования и единственности ре-

шений локальных и нелокальных задач для уравнений смешанного параболо-

гиперболического типа третьего порядка. Получены представления решения 

задач во всех рассматриваемых областях. При получении результатов по нело-

кальным задачам из-за наличия интегральных условий традиционные подходы 

видоизменены. 

Результаты диссертации, связанные с исследованием задачи склеиваний 

для параболических и гиперболических уравнений третьего порядка, могут 

быть использованы для развития теории локальных и нелокальных задач для 

уравнений в частных производных второго, третьего, четвертого и более высо-

кого порядков. 
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