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 9 – лекция: 
     
        Матрицалар жана алар менен болгон амалдар  
 
 5.2.1 Матрица т\ш\н\г\. Матрицаларды кошуу жана кемит\\ 
 
          Берилген 333231232221131211 ,,,,,,,, aaaaaaaaa   тартипте иреттелип 
жазылган 
 

 сандарынан т\з\лгън,  
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            (3)           

кър\н\штъг\ таблица 33 тартиптеги квадраттык матрица деп аталат. 
jia сандары (i,j =1, 2, 3) матрицанын элементтери  деп аталып, i – 

индекси элемент турган жолчону, j – индекси элемент турган мамычаны 
кърсътът. Жолчолорунун саны менен мамычаларынын саны барабар 
болгон матрицаны квадраттык матрица дейбиз. Ошентип, 3 – 
тартиптеги аныктагыч иреттелип жазылган 9 сандын катышуусу менен 
аныкталган   чыныгы саны болсо, матрица жън гана 9 сандын 
катышуусу менен т\з\лгън (3)  таблицасы болот. 
 Турмушта кездеш\\ч\ таблицалардын баарын матрица деп 
эсептъъгъ болот. Мисалы, 3 тайпадан турган студенттердин ъздъшт\р\\ 
кърсътк\ч\н 3х4 –тартиптеги матрица кър\н\ш\ндъ (ар бир тайпада 25 
студент бар )  
 
   “5”  “4”  “3” “2” - өздөштүрүү 

тайпадаIII
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жазууга болот. Мындай матрица студенттердин ъздъшт\р\\ окуясын 
сандык жактан м\нъздъгън математикалык аппарат катарында 
эсептелип, болгон окуяны толук баяндоочу кыска жана т\ш\н\кт\\ 
ыкма боло алат.  
 Жалпы учурда m жолчодон жана n мамычадан турган матрицаны 
m  n-тартиптеги матрица деп,                        
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                         j-мамыча           
 тик бурчтуу таблица кър\н\ш\ндъ    жазабыз.   Матицанын jia  - 
элементи ( i =1,2,…,m; j =1,2,…,n )  i - жолчо менен j - мамычанын 
кесилишинде жайгашат. 
     Матрицаларды ыёгайына жараша А, В, С,….чоё тамгалары менен, 
кээде )( jia  деп жазуу кабыл алынган. Жолчолордун саны менен 
мамычалардын саны m = n барабар болгон  n – тартиптеги квадраттык 
матрица, жалпы учурда  
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кър\н\ш\ндъ болуп, nnaaa ,...,, 1211  элементтеринин тобу жайгашкан 
диагоналды - матрицанын башкы диагоналы дейбиз.  
         Эгерде (5) матрицасы бир гана жолчо менен т\з\лсъ, бир 
жолчолуу п1 - тартиптеги, ал эми бир гана мамычадан турса 1т - 
тартиптеги, бир гана элементтен турса ( 11а ) - биринчи тартиптеги 
матрица деп айтабыз.  
         Матрицалар сандардан т\з\лгън таблицалар болуп, чексиз къп 
сандар жашагандыктан, ар кандай тартиптеги чексиз къп матрицаларды 
т\з\\ м\мк\н экенин байкайбыз. Матрицаларды чъйръ таануу 
процессинде математикалык аппарат катарында колдонуу \ч\н, бардык 
матрицалардын къпт\г\нъ атайын ойлонулуп табылган амалдарды жана 
эрежелерди киргиз\\ менен, матрицалар къпт\г\н\н алгебрасын 
т\зъб\з. Т\з\лгън (алгебранын) кошуу жана санга къбъйт\\ 
эрежелерине карата бардык mn - тартиптеги матрицалардын къпт\г\н 
сызыктуу Rmn  - мейкиндиги деп эсептейбиз. 
 R33   мейкиндигинде тартиптери окшош матрицаларды кошуу 
жана кемит\\н\ карайлы   
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матрицалары берилсин. Аларды кошуу же кемит\\ деп тиешел\\ 
элементтерин кошуу же кемит\\ менен т\з\лгън матрицаны т\ш\нъб\з: 
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 Матрицаларды кошуу, кемит\\ амалдары тъмъндъг\дъй 
касиеттерге ээ болот. 
      10. Тартиптери бирдей болгон гана матрицаларды кошууга жана 
кемит\\гъ болот. 

     20.  A ± 0 =A болсо, анда 0 - «нъл» матрица деп аталып, 0 =
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жалаё нъл элементтерден турган матрица кър\н\ш\ндъ жазылат. 
 
     30. Матрицаларды кошуу, кемит\\ амалдары А ± В = В ± А 
 коммутативд\\л\к, (А±В) ± С = А ± (В ± С) ассоциативд\\л\к 
касиеттерине ээ (С 33 R  берилген матрица). 
      Бул касиеттердин тууралыгы матрицаларды кошуу, кемит\\н\н 
(6)  эрежесинен келип чыгат. 
 
 
 5.2.2 Матрицаларды санга къбъйт\\ жана жолчолордун 
сызыктуу мейкиндиги 

 R33 мейкиндигинде берилген А=
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 матрицасын   

чыныгы санына къбъйт\\ деп, анын бардык элеметтерин   санына 
къбъйт\п жазылган матрицаны т\ш\нъб\з:  
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       Rmn мейкиндигинде матрицаны санга къбъйт\\  
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                          (7)    

кър\н\ш\ндъ ишке ашырылат. 
 Берилген mn – тартиптеги матрицанын жолчолорунун ар бирин  
n  элементтерден (компоненттерден) турган m сандагы жолчолордун 
къпт\г\ катарында, же ар бир жолчону R1n   тартибиндеги матрица 
катарында кароого болот. Бул учурда ар бир жолчону n координаталуу 
вектор сыяктуу элестетип, a  жолчосун },...,,{ 21 na  , b жолчосун 

},,...,,{ 21 nb   с жолчосун },...,,{ 21 nc    кър\н\ш\ндъ жазабыз, 
б.а. матрицаны n координаталуу m векторлордон т\з\лгън таблица деп 
эсептейбиз. Мында матрицанын jia  элементтери ыёгайлуулук \ч\н 

iii  ,,  деп белгиленип жазылды  .,...,2,1;,...,2,1 mjni       
 Жолчолордун мындай къпт\г\нъ кошуу жана санга къбъйт\\ 
амалдарын 1n- тартиптеги матрицалар сыяктуу киргизип: 

},,...,,{, 22111 nnn baRba                 (8) 
},...,,{ 211 nn aRa                                     (9) 

жолчолордун къпт\г\ндъг\ амалдарына ээ болобуз. 
 Жолчолордун къпт\г\ндъ (8), (9) эрежелери менен аныкталган 
жолчолорду кошуу жана санга къбъйт\\ амалдары:  

1) Кошууда                      2) Санга къбъйт\\дъ  
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касиеттерине ээ болорун текшерип кър\\гъ болот.  
        Ошентип матрицалардын жолчолорунун къпт\г\ (8), (9) 
амалдарына карата сызыктуулуктун 1) - 2) талаптарын канааттандырып, 
сызыктуу мейкиндикти т\зът (Матрицалардын R33   мейкиндигинин да 
сызыктуулуктун 1) – 2) касиеттерине баш ийери, аларды кошуу жана 
санга къбъйт\\ эрежелеринен келип чыгат).   
 Жолчолордун мейкиндигин n координаталуу векторлордун 
сызыктуу мейкиндиги катарында эсептеп, сызыктуу къз каранды эмес 
жана сызыктуу къз каранды жолчолор т\ш\н\г\н киргизебиз. Айталы 

naaa ,...,, 21  деп mn тартиптеги А матрицасынын жолчолорун 
белгилейли        
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. Ал эми b деп ушул эле 

матрицанын же башка бир матрицанын каалагандай бир n компонентт\\ 
жолчосун алалы. 
 Эгерде b  жолчосун maaa ,...,, 21   жолчолору аркылуу  

mmaaab   ...2211                 (10)   
кър\н\ш\ндъ туюнтуу м\мк\н болсо, анда b жолчосун maaa ,...,, 21    
жолчолорунун  m ,...,, 21   коэффициентт\\ сызыктуу 
комбинацияларынан турат деп айтабыз   .,...,2,1,: miRi i    
         (10) сызыктуу комбинацияда жок дегенде бир 0i  болсо, анда 
аны тривиалдык эмес сызыктуу комбинация, ал эми 0...21  m  
болсо, тривиалдык сызыктуу комбинация дейбиз. Тривиалдык учурда b 
жолчосу жалаё нълдърдън гана куралган болот. Мындай b жолчосу 
жалаё нълдърдън куралган абал, тривиалдык учурда гана ( 0:  ii  ) 
аткарылса, анда maaa ,..,, 21  жолчолорун сызыктуу къз каранды эмес 
системаны т\зът дейбиз. Эгерде 0:  ii   болсо деле b жолчосу жалаё 
нълдърдън турган абал т\з\лсъ, анда maaa ,..,, 21  жолчолорун сызыктуу 
къз каранды система дейбиз. Къз каранды системанын каалагандай ia  
жолчолорунун биръъс\н калгандарынын сызыктуу комбинациясы 
катарында туюнтууга болот.  
 Чынында эле maaa ,...,, 21  жолчолору сызыктуу къз каранды болсо, 
анда ага жараша m ,...,, 21  сандары табылып, 
 0...2211  mmaaa                         (11)  
шарты кайсы бир 0i  болсо деле аткарыла берет. Аныктык \ч\н 

0т  десек, анда (11) ден   
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1  туюнтуусу келип чыгат. ,
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1,...,2,1  mi  белгилъълър\н\н жардамы менен аны 
 112211 ...  тmm аaaa                 (12)      
кър\н\ш\нъ келтирсек, ma  жолчосу калган жолчолордун сызыктуу 
комбинациясы менен туюнтулган болот. Ошондой эле, тескерисинче 
жолчолордун биръъс\ калгандары менен сызыктуу туюнтулса, анда ал 
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жолчолордун системасын сызыктуу къз каранды болот деп эсептейбиз. 
Мисалы,  mm aaaa ,,...,, 121   жолчолорун тривиалдык эмес сызыктуу 
комбинациясы катарында (12)  барабардыгын  

0)1(... 112211   mmm aaaa   кър\н\ш\ндъ жазсак, анда 
01m  болсо деле бул сызыктуу комбинация нългъ теё болгонун 

къръб\з.  
 Эскерт\\: Rmn мейкиндигинде берилген матрицалардын ар бир 
мамычасын  m компоненттерден турган бир элемент деп эсептеп, 
матрицаларды - саны  n  ге барабар мамычалардын къпт\г\ катарында 
кароого болот. Мамычалардын къпт\г\ндъ кошуу, санга къбъйт\\ 
амалдарын Rm1 мейкиндигиндеги бир мамычалуу матрицаларды 
кошуу, санга къбъйт\\ амалдары сыяктуу аныктап, матрицанын 
мамычаларынын къпт\г\н ошол амалдарга карата сызыктуу мейкиндик 
деп эсептъъгъ болот. 
         
 5. 2. 3  Матрицаларды къбъйт\\ 
 
 Матрицалардын къпт\г\н практикада эсептъъ, салыштыруу 
аппараты катарында колдонуу максатында, алардын алгебрасын 
т\зъб\з. Берилген \ч\нч\ тартиптеги А жана B матрицаларынын 
къбъйт\нд\с\ деп, элементтери тъмъндъг\дъй тартипте аныкталган С  
матрицасын т\ш\нъб\з:  
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Демек, С матрицасынын сij элементи  3,2,1, ji     
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кър\н\ш\ндъ эсептелет. n - тартиптеги квадраттык матрицалар \ч\н 
(14) формуласы  
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 кър\н\ш\ндъ жазылат. Ошентип С  матрицасынын сij  – элементи А 
матрицасынын i – жолчосунун элементтерин, B матрицасынын j – 
мамычасынын тиешел\\ элементтерине т\гъйлъш къбъйт\п, суммалоо 
менен табылат:  
 

 






  мамычаjжолчоi
мамычаj
сжолчоi ij
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     А   В          С 
 
 Матрицалардын къбъйт\\н\н (13) – (14А) эрежелери, каалагандай 
эле тартиптеги матрицаларды къбъйтъ бер\\гъ ылайыкташкан 
эместигин байкайбыз, б.а. А матрицасында канча мамыча болсо, В 
матрицасында ошончо жолчо болууга тийиш. Ушундай шартта гана 
элементтерин бири – бирине т\гъйлъш къбъйт\п, суммалоо 
м\мк\нч\л\г\ т\з\лът.  
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 .                   (15)  

Бул къбъйт\\ эрежесинде В матрицасынын мамычаларынын р  санына 
чек коюлбайт. Мисалы, 33 тартипт\\ А матрицасына, 32 тартипт\\ В 
 матрицасын къбъйт\\гъ болот: 
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  Бирок, тескерисинче 
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АB   къбъйт\\с\ аткарылбайт, 

анткени биринчи къбъйт\\ч\ В  матрицасында 2 мамыча, ал эми экинчи 
къбъйт\\ч\ А матрицасында 3 жолчо болуп, аларды т\гъйлъшт\р\п 
къбъйт\\ м\мк\н эмес.  
 Матрицалардын къбъйт\\н\н айрым касиеттери  
 10. Жалпы учурда матрицаларды къбъйт\\ коммутативд\\л\к 
касиетине ээ эмес: .АВВА    Бирок, айрым бир тандалган матрицалар 
\ч\н коммутативд\\л\к касиети аткарылат. 
         20  Эгерде  ААЕЕА    ( ЕА, 33 R ) болсо, анда Е бирдик 
матрица деп аталып,  
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 кър\н\ш\ндъ жазылат. Бирдик матрицанын башкы 
диагоналында жалаё гана 1 сандары болуп, калган элементтеринин 
баары нълдър болушат.  
       30  Бирдей тартиптеги А, В, С матрицалары берилсе, анда  
а) )()( СВАСВА  ;   
б)  ;)( АСАВСВА    
в)    ;,, RAAA    
г)   ;)( BABA     
д)   )()( AA       орун алат. 
 
      40 АА-1 = Е болсо, анда А-1 матрицасы А матрицасына тескери 
матрица  деп аталат. 
  
      §5.3  Матрицаларды ъзгърт\п т\з\\ 
   
      5.3.1 Матрицаларды транспонирлъъ 
        

       33RA    болгон  А=
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 матрицасы берилсин. Бул 

матрицанын бардык жолчолорун, ошол эле номердеги мамычалары 
менен орундарын которуштургандан кийин (б.а.1 - жолчону 1- мамыча 
менен, 2 - жолчону 2 - мамыча менен ж.б.у.с) т\з\лгън матрица, 
берилген матрицага карата транспонирленген матрица деп аталып, АТ 
деп белгиленет: 
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AT .                 (16)   

Транспонирлъъ учурунда квадраттык матрицанын башкы 
диагоналындагы элементтер ъзгър\\с\з каларын къръб\з. 
 Матрицаларды транспонирлъъ учурунда тъмъндъг\дъй абалдар 
орун алса: 
         1) В = ВТ  болсо, анда В матрицасын симметриялуу матрица; 
         2) СТ = - С болсо, анда С матрицасын кыйгач симметриялуу 
матрица деп атайбыз. 
 Каалагандай эле А матрицасын, аны менен бирдей тартиптеги 
кандайдыр бир симметриялуу В матрицасы менен кыйгач симметриялуу 
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С матрицасынын суммасы катарында ажыратып жазууга болот. Мындай 
ажыратуу А=В + С биръъ гана болот. Мисалы, R22 мейкиндигинен 
алынган экинчи тартиптеги 
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A  матрицасын симметриялуу В,  

кыйгач симметриялуу С матрицаларынын суммасы катарында жазалы: 
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B   кър\н\ш\ндъ десек, ВТ = В,  СТ  = - С  

шарттары аткарылууда, андай болсо, 








 

















0

0
23
01

b
b

ya
ax

  барабардыгы аткарылышы \ч\н: 
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,20
,10

ba
ba

y
x

   теёдиги орун алышы керек. Демек, х =-1, y=2, 

2
3,

2
3

 ba    болсо, берилген матрица  

СВА 
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 симметриялуу жана кыйгач 

симметриялуу матрицалардын суммасына бир маанил\\ ажырайт. 
Жалпы mn- тартиптеги матрицалар \ч\н транспонирлъъ 











































mnnn

m

m

T

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

aaa

aaa
aaa

A

...
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21

22212

12111

21

22221

11211

  кър\н\ш\ндъ 
ж\рг\з\л\п, nm - тартиптеги матрица келип чыгат. Аны схемада 








 








 
TA
mn

A
nm

   кърсътъб\з.  

Ошентип транспонирлъъ кезинде жолчолордун саны 
мамычалардын санына, мамычалардын саны жолчолордун санына 
айланат, б.а. А матрицасы m жолчолуу n мамычалуу болсо, АТ 
матрицасы n жолчолуу m мамычалуу болот. Мисалы, эки жолчолуу, 
търт мамычалуу А матрицасын транспонирлъъ менен 
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 търт жолчолуу, эки мамычалуу  АТ матрицасына ээ болобуз. 
     Матрицаларды транспонирлъъ эрежеси тъмъндъг\дъй 
 
    10.    (АТ)Т = А; 
    20.    (А+В)Т=АТ+ВТ; 
    30.     ;)( TT AA    
     40.    (AB)T=BTAT   касиеттерге ээ болорун текшерип кър\\гъ болот. 
      Эскерт\\: Матрицаларды транспонирлъъдъ алардын сызыктуу 
къз каранды эмес жолчолорунун (мамычаларынын) саны ъзгърбъйт. 
 
 5.3.2  Матрицаларды элементардык ъзгърт\\. 
 
          Rmn мейкиндигинде  mn- тартибиндеги эки А жана  A~  
матрицаларын алалы. А матрицасынын жолчолорун (мамычаларын) 
элементардык ъзгърт\\лър менен A~  матрицасына окшош ъзгърт\\ деп, 
тъмъндъг\ \ч ъзгърт\\лърд\н натыйжасында т\з\лгън A~  матрицасын 
айтабыз: 
       I. А матрицасынын каалагандай эки жолчосунун 
(мамычасынын) орундарын бири – бири менен алмаштырып, A~  
матрицасын т\з\\н\;  
       II. А матрицасынын каалагандай бир жолчосуна (мамычасына) 
нълдън айырмалуу   санын къбъйт\п жазуу менен A

~
 матрицасын 

т\з\\н\;  
       III. А матрицасынын бир жолчосуна (мамычасына) экинчи бир 
жолчосун (мамычасын)    санына къбъйт\п, кошуу менен A~  
матрицасын т\з\\н\. 
 Мындай ъзгърт\\дъ А матрицасы окшош A~  матрицасына айланып, 
окшоштук байланыш А~ A~  кър\н\ш\ндъ белгиленет. Ъз учурунда A~  
матрицасын элементардык ъзгърт\\ менен кайра А матрицасына 
калыбына келтир\\ м\мк\н, б.а. A~ ~А.  
 I, II, III ъзгърт\\лър\ндъ матрицанын сызыктуу къз каранды эмес 
жолчолорунун (мамычаларынын) сызыктуу къз каранды эместиги 
сакталат.              Матрицаларды элементардык ъзгърт\\лърд\ 
ж\рг\з\\н\н негизги максаты, А матрицасына окшош бирок 
жолчолорундагы нъл болгон элементтери тепкичт\\ абалда жайгашкан 
A~  матрицасын т\з\\ болот. Бул процесстин ж\р\\ схемасын 35 - 
тартиптеги матрицанын мисалында т\ш\нд\р\п къръл\. Берилген 
матрицаны тепкичт\\ абалдагы окшош матрицага элементардык 
ъзгърт\\, анын жолчолорунун, мамычаларынын элементтерин нългъ 
айлантуу максатын къздъйт. Ошондуктан тепкичт\\ абалга келтир\\н\  
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35

25

15

34

24

14

333231

232221

131211

а
а
а

а
а
а

ааа
ааа
ааа

A                   (17)     

бир нече кадамдарга бълъб\з.  
 1 - Кадам: 11а ≠0 болсун дейли. Эгерде 011 а болсо, анда 21а же 

31а  нълдън айырмалуу болушу м\мк\н. Биринчи жолчону алар турган 

жолчо менен алмаштырып, 0~
11 a абалын т\зъб\з, б.а. биринчи 

жолчонун биринчи элементи нълдън айырмалуу болгондой жолчолорду 
же мамычаларды (I - ъзгърт\\) алмаштырып ъзгъртъб\з.  

 Биринчи жолчону 11а  санына бъл\п жиберип же 
11

1
a санына 

къбъйт\п (II- ъзгърт\\н\н негизинде) , аны 

 AA ~
1
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25

15

34

24

14

333231

232221

1312
~~~~1

а
а
а

а
а
а

ааа
ааа
аа

 кър\н\ш\нъ келтиребиз. 

 







 5,4,3,2,~

11

1
1 j

a
a

a j
j    

 А1 матрицасынын биринчи жолчосун ъз\ндъй калтырып, экинчи 
жолчого « 11а »  санына къбъйт\лгън биринчи жолчону кошуп, ал эми 
\ч\нч\ жолчого   « 31а »  санына къбъйт\лгън биринчи жолчону кошуп 
жазып,  

 12
~AA

















35

25

15

34
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14

3332

2322

1312

~
~
~

~
~
~

~~0

~~0

~~1

а
а
а

а
а
а

аа
аа
аа

 матрицасын алабыз. Мында  

,~~,~~
1313312122 jjjjjj aaaaaaaa    .5,4,3,2j  

 2 - Кадам:  А2 матрицасынын 1- жолчосу ъз\ндъй калып, 0~
22 a   

болсун ( 0~
22 a  болсо, анда жолчолорду же мамычаларды алмаштырып 

бул абалдагы элементти нъл эмес кър\н\шкъ келтиребиз).  
 А2 матрицасынын экинчи жолчосун 22

~a  ге бъл\п жиберип же  
22

~
1
a

 

санына къбъйт\п,   23
~AA ,

~

~

~

~

~~0
10

~~1
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3332
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a
a j
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 5,4,3j  матрицасын алабыз. А3 матрицасынын биринчи 

жана экинчи жолчолорун ъз\ндъй калтырып, \ч\нч\ жолчосуна « 32
~a » 

къ къбъйт\лгън экинчи жолчону кошуп жазабыз. Натыйжада  

 34
~AA ,

~~

00
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~~1
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34
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33

23

1312


























аааа

                   (18) 

 5,4,3~~
23233  iaa jjj    жолчолорундагы нъл элементтери 

тепкич абалын элестеткен матрицага ээ болобуз. 
 Ошентип (17) матрицасына окшош (18) тепкичт\\ абалдагы 
матрицаны т\зд\к, ал процесс I, II, III ъзгърт\\лър\ аркылуу А~ 
А1~А2~А3~А4  кадамдары менен ж\рг\з\лд\. 
 Мындай окшош ъзгърт\\лърд\н  1- кадамында эле айрым 
жолчолордун къпч\л\к же бардык элементтери толугу менен нългъ 
айланып калса, матрицаны тепкич абалына келтир\\ кийинки 
кадамдарсыз эле б\т\п калышы м\мк\н. 
 Жолчолорду (мамычаларды) I, II, III элементардык ъзгърт\\лър 
менен нъл сандарынан турган жолчолорго (мамычаларга) айлантуу 
процесси жолчолордун (мамычалардын) сызыктуу къз каранды эмес 
системаларды т\з\\с\нъ байланышкан болот, б.а. бири – бири менен 
сызыктуу къз каранды болгон жолчолор (мамычалар) жоюшуп, толук 
нъл элементтерден турган жолчолорго айланышат. 
 Жалпы учурда mn – тартиптеги (m<n) матрицаны тепкичт\\ 
абалга келтир\\дъ m-1 чейинки кадамдар болуп, анын натыйжасында   
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11312
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...
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    берилген 

матрицаны ъз\нъ окшош тепкичт\\ матрицага ъзгъртъ алабыз.  

 Мисалы:   























113
211
512
121

43 - тартибиндеги матрицаны 

тепкичт\\ матрицага ъзгърт\п т\зъл\. Анын биринчи жана \ч\нч\ 
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жолчолорун алмаштырып жазабыз 






















113
121

512
211

  .   Андан кийин 

биринчи жолчосун ъз\ндъй калтырып, экинчи жолчосуна «-2» ге 
къбъйт\лгън биринчи жолчону кошуп, \ч\нч\ жолчого биринчи 
жолчону кошуп, търт\нч\ жолчого 3 къ къбъйт\лгън биринчи жолчону 
кошуп жазып,  























720
110
110
211

 матрицасына ээ болобуз. Кийинки кадамда биринчи, экинчи 

жолчолорду ъз\ндъй калтырып, \ч\нч\ жолчону «-1» ге къбъйт\лгън 
экинчи жолчону кошуу менен, търт\нч\ жолчону 2 ге къбъйт\лгън 
экинчи жолчону кошуу менен  

















 

900
000
110
211

 матрицасын алабыз. Бул матрицанын \ч\нч\ жолчосу 

калган жолчолордун сызыктуу тривиалдык эмес комбинациясы 
катарында туюнтулуп, б.а. сызыктуу къз каранды системаны т\з\п, 
бардык элементтери нълдър болот. Акырында 3 - жолчо менен 4 - 
жолчолордун орундарын алмаштырып, 

















 

000
900
110
211

 тепкичт\\ формага ъзгър\лгън матрицаны табабыз.   

 Жогоруда айтылгандардын жыйынтыгын теорема катарында 
корутундулайбыз:  
          5.1 - Теорема.   Каалагандай матрицанын жолчолорун 
(мамычаларын) I, II, III – т\р\ндъг\ элементардык ъзгърт\\лър\н 
пайдаланып, тепкичт\\ матрицага ъзгърт\п т\з\\гъ болот.  
      
         Эскерт\\:  
 Квадраттык матрицаларда элементардык ъзгърт\\лърд\ ж\рг\з\\ 
\ч\н, ъзгърт\\лърд\н матрицалары деп аталган квадраттык 
матрицаларды колдонууга да болот. Ъзгърт\\лърд\н матрицаларынын 
\ч т\р\ бар: 
      1-т\р\. Е бирдик матрицасынын каалагандай i - жана к - 
жолчолорун алмаштыруу менен т\з\лгън Pik - матрицасы. 
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          Мисалы, 3-тартиптеги Е бирдик матрицасында 3 – жолчо менен 2 

– жолчосу алмаштырылган Р32=
















010
100
001

 кър\н\ш\ндъ болот. 

         2 - т\р\. Е бирдик матрицасынын диагоналында турган 1 
элементтеринин биръъс\н (i - жолчо, i - мамычанын кесилишинде) 
нълдън айырмалуу   саны менен алмаштыруу менен т\з\лгън iD  
матрицасы.  
 Мисалы, 4-тартиптеги квадраттык матрицада 2D  матрицасы 

 D2 = 



















1000
0100
000
0001

 2-жолчо  

                 
      2-мамыча  
кър\н\ш\ндъ болот. 
         3-т\р\. Е бирдик матрицасынын диагоналындагы «1» 
элементтеринен башка i-жолчо менен j-мамычада турган бир нъл эмес   
элементи менен айырмаланган jiL  матрицасы кър\н\ш\ндъ болот. 

Мисалы, 




















1000
0100

010
0001

24


L   кър\н\штъ жазылат.  

     А квадраттык матрицасын элементардык ъзгърт\п т\з\\ \ч\н, аны 
ijiik LDP ,,  матрицаларына зарылдыкка жараша къбъйт\шът. Натыйжада 

I,II,III ъзгърт\\лър\ ишке ашып, А матрицасына окшош A~  матрицасы 
келип чыгат. Аларды А матрицасына сол жагынан къбъйткъндъ 
жолчолордо, оё жагынан къбъйткъндъ мамычаларда элементардык 
ъзгърт\\лър ишке ашат.  
          Мисалдар. 
 1. Матрицаларды къбъйтк\лъ. 
 Чыгаруу: 

а) .
5
22
1

312110
332415

30211)1(

3
2
1

110
345
011
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б) 





















13
11

,
21
13

BA  матрицаларын къбъйт\\ коммутативд\\ 

болобу? 
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 Чыгаруу:  

 ;
15
20

121)1(321)1(
1)1(133)1(13

13
11

21
13

CBA 






































  

DCDAB 







































 .

18
12

21)1(3)1(133
21)1(1)1(131

21
13

13
11

 болгондуктан, коммутативд\\л\к орун албайт.   
 

    2.  а) А=

















753
121
410

,   В=














 

642
053
011

 матрицалары берилсе, А+2В 

матрицасын тапкыла. 
      Чыгаруу: 

 А+2В=
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410

+














 

1284
0106
022

=




















1278543
0110261
042120

= .
19137
1125
412















 
  

 б)  А =




















012
321
010

 матрицасын  В = 







43
21  матрицасына къбъйтк\лъ. 

      Чыгаруу: Бул матрицаларды къбъйтъ албайбыз, анткени А 
матрицасында n=3 мамыча, В матрицасында m=2 жолчо болуп, аларды 
т\гъйлъш суммалоо м\мк\н эмес.  

              3. А=

















121
301
100

 матрицасын АТ матрицасына къбъйтк\лъ. 

             Чыгаруу: Берилген матрицанын транспонирленген матрицасы 

АТ=














 

131
200
110

 кър\н\ш\ндъ болуп, ААТ= 

















121
301
100
















 

131
200
110

















621
2103
131

 

матрицасын алабыз.  
           4. Берилген А= 








43
21  матрицасына къбъйткъндъ 

коммутативд\\л\к шарты аткарыла тургандай В матрицасын т\зг\лъ. 
           Чыгаруу: АВ = ВА  шарты аткарылсын деген талапты 
 канааттандыруучу  В= 








tz
yx  элементтери белгисиз матрица болсун 

дейли. Анда 
 








43
21









tz
yx = 








tz
yx









43
21   теёдештиги аткарылууга тийиш. 

Барабардыктын эки жагындагы матрицаларды къбъйт\п, 
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tyzx
tyzx

4343
22












tztz
yxyx

423
423

 теёдештигинин тиешел\\ 

 элементтерин теёдештирсек, 
















tzzy
yxty
tzzx
yxzx

4243
,422
,343
,32

 търт белгисизд\\ търт теёдемелер системасы келип 

чыгат. Мындай ух,  ъзгър\лмълър\н эркин тандаган кезде 

yxtyz
2
3,

2
3

  болсо гана, къбъйт\\ коммутативд\\ боло 

тургандай  














 yxy

yx
B

2
3

2
3  матрицасын т\з\\гъ боло тургандыгын 

къръб\з.  

 5. 
























7543
4321
5432
71391

 матрицасынын жолчолору сызыктуу  къз 

каранды системаны т\зър\н кърсът\п, анын бир жолчосун 
калгандарынын сызыктуу комбинациясы катарында туюнткула. 
 Чыгаруу: Берилген матрицанын жолчолорун  

}7,5,4,3{},4,3,2,1{},5,4,3,2{},7,13,9,1{ 4321  aaaa

 деп белгилеп, алардын 4321 ,,,   коэффициентт\\ сызыктуу 
комбинациясы нъл элементтерден турган 044332211  aaaa    
0={0,0,0,0} жолчону т\зът дейли. Жолчолорду компоненттери боюнча 
кошуп, 

}0,0,0,0{}7,5,4,3{}4,3,2,1{}5,4,3,2{}7,13,9,1{ 4321    
теёдештигине ээ болобуз. Аны компоненттери боюнча теёдештирип, 

 
















07457
,0)5()3(4)13(

,042)3(9
,03121

4321

4321

4321

4321







  теёдештиктерине ээ болобуз. 

Аны теёдеме катары коэффициенттерге карата чыгарып, 1 =1, 2 =1, 

3 =-3, 4 =0 кър\н\ш\ндъг\ чечимдерди табабыз. Демек, 4321 ,,, aaaa  
жолчолору сызыктуу къз каранды  системаны т\з\шът, анткени 
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 003110 43214433221  aaaaжеaaaa   шарты 
тривиалдык эмес же 0:  ii   болсо деле аткарылат. Мисалы: 

.03,01,01 321    
  Жолчолордун сызыктуу къз каранды системаны т\зър\н кърд\к. 
Алардын биръъс\н калгандарынын сызыктуу комбинациясы катарында 

туюнталы. Мисалы, \ч\нч\ 3a  жолчосун 4213 0
3
1

3
1 aaaa    

кър\н\ш\ндъ туюнтабыз. Бул туюнтууну жолчолордун компоненттери 
боюнча мамыча кър\н\ш\ндъ жазып кърсътъл\: 

33
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2
1

3
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3
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3
4

3
13

13
3
2

3
1

70
)5(0

40
30
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3
1

4
3
1

)3(
3
1

2
3
1

7
3
1

)13(
3
1

9
3
1

1
3
1

4
3
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1
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       3a         13
1 a    23

1 a        40 a   

  

          6. 
























11321
20111
11210
12122

 матрицасын элементардык ъзгърт\\лърд\н 

жардамы менен тепкичт\\ абалга келтиргиле. 
 Чыгаруу: /ч\нч\ жолчо менен биринчи жолчону алмаштырып 
жазалы 

























11321
12122
11210
20111

. Биринчи, экинчи жолчону ъз\ндъй калтырып, 

\ч\нч\ жолчого  «-2» ге къбъйт\лгън биринчи жолчону, търт\нч\ 
жолчого биринчи жолчону кошуп жазсак,  

























9210
28100

11210
20111

  келип чыгат. 1, 2, 3 - жолчолорду ъз\ндъй калтырып, 

4 - жолчого   «-1» ге къбъйт\лгън экинчи жолчону кошуп жазалы. Анда, 
берилген матрица 
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2000
28100

11210
20111

    тепкичт\\ абалга келет.  

 7. А=
















021
120
413

  матрицасын ъзгърт\\лърд\н  
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00
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010
100
001

21232  LDP  матрицаларына 

къбъйт\п кърг\лъ. Къбъйт\\н\н натыйжасында А матрицасында кандай 
элементардык ъзгър\\лър болгонун т\ш\нд\рг\лъ. 
 
         Чыгаруу: 1) А матрицасына ъзгърт\\лърд\н Р32, матрицасын сол 
жагынан къбъйт\п къръл\:  



















































120
021
413

021
120
413

010
100
001

32 AP , анда А матрицасын экинчи 

жолчосу менен \ч\нч\ жолчосу алмашып, I элементардык ъзгърт\\ 
аткарылган болот.  D2 ни оё жагынан къбъйтъл\ 
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120
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100
00
001

021
120
413
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DA , экинчи мамыча   санына 

къбъйт\л\п II элементардык ъзгърт\\ ишке ашырылды. 
L21 ди оё жагынан къбъйтъл\ 
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LA , анда биринчи мамычага   га 

къбъйт\лгън экинчи мамыча кошулуп жазылып, III элементардык 
ъзгър\\ ишке ашырылган. Ошентип А матрицасына  ъзгърт\\лърд\н 
матрицасын сол жагынан къбъйткъндъ, анын жолчолорунда, ал эми оё 
жагынан къбъйткъндъ, анын мамычаларында элементардык I, II, III - 
ъзгърт\\лър\ ж\рг\з\лът.   
 
 §5.4 Матрицаларды сандарга чагылтып салыштыруу жана  
аларды колдонуу 
 
 5.4.1 Матрицанын аныктагычы 
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 Матрица таблица болуп эсептелгендиктен анын сандык мааниси 
болбойт, бирок квадраттык А матрицасынан detA деп белгиленип, А 
матрицасынын детерминанты деп айтылган аныктагыч т\з\п, А 
матрицасына detA чыныгы санын тиешелеш коюу м\мк\н. Мисалы, 
экинчи тартиптеги квадраттык матрицага 

221122211
2221

1211

2221

1211 det 







 aaaa

aa
aa

A
aa
aa

A ,                          (19)  

2 - саны тиешелеш коюлат. /ч\нч\ тартиптеги квадраттык 
матрицасына 

3132231331221233211

231231133221332211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

det





















aaaaaaaaa

aaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

A
aaa
aaa
aaa

A
    (20)  

3 - саны тиешелеш коюлат. Ал эми биринчи тартиптеги бир 
элементт\\ квадраттык матрицага 111111 )det()( aaa   санын тиешелеш 
коёбуз. 
 Жалпы учурда n - тартиптеги квадраттык матрицага, 
аныктагычтын 1-мамычасынын минорлору боюнча ажыратылып 
эсептелген 
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n
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Ma

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

1
11

1

21

22221

11211

21

22221

11211

21

22221

11211

)1(

)21(

...

...

...

...

...

...

det

...

...

...

 

 бир гана n  саны тиешелеш коюлат (каалагандай жолчо же мамычанын 
минорлору менен ажыратсак да n ъзгърбъйт). Мында аныктагычтын 
сандык мааниси биринчи мамычанын элементтеринин минорлору 
боюнча  эсептелип, Мi1 берилген матрицанын аныктагычынын (n-1) - 
тартиптеги минорлору болушат. 
 Ошентип квадраттык матрица таблица болгону менен, анын 
аныктагычы сан болуп, алардын арасында ъз ара бир маанил\\ 
тиешелештик  орун алат. Бул ъз ара бир маанил\\ тиешелештикти  
пайдаланып, ар бир матрицанын жеке ъз\нъ гана сандык  жактан 
м\нъздъмъ бере ала тургандай аныктагычын т\зъб\з. Матрицаларга 
сандык м\нъздъмъ бер\\ менен алардын турмушта чъйръ таануу 
каражаты катарында колдонуу м\мк\нч\л\г\н кеёейтебиз.   
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 Матрицаны элементардык ъзгърт\п т\з\\дъ анын аныктагычы 
кандай ъзгърър\н изилдейли. Ал \ч\н аныктагычтардын сандык 
маанилерин табуу эрежелерине таянып (§1.5), элементардык 
ъзгърт\\дън кийинки жана баштапкы матрицалардын 
аныктагычтарынын сандык маанилерин салыштырып къръб\з: 
 10. Матрицанын аныктагычынын сызыктуулугу. 
 Айталы \ч\нч\ тартиптеги квадраттык '

3  матрицасын 
аныктагычынын экинчи жолчосунун элементтери, кайсы бир 

)3,2,1(, 22 jjj   сандарынын сызыктуу комбинациясы болсун, 
анда аныктагычтардын касиети боюнча 

)22(''
3

'
3

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

232322222121

131211

3









aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

 келип чыгат. 
         Мында '

3   деп биринчи, ''
3  деп экинчи кошулуучу 

аныктагычтарды белгиледик. (22) теёдештигинин туура экендигине 3 , 
'
3 , ''

3  аныктагычтарынын 1- жолчосу боюнча ажыратып кър\п 
ишен\\гъ болот. Демек, аныктагычтын жолчосу кайсы бир сандардын 
сызыктуу комбинациясы болсо, аныктагычтын ъз\ да  '

3 , ''
3  

аныктагычтарынын сызыктуу 3 = ''
3

'
3    комбинациясынан турат. 

Аны аныктагычтардын сызыктуулук касиети дейбиз, ал n - тартиптеги 
аныктагычтар \ч\н да туура болот. Аныктагычтын мамычалары \ч\н да 
ушундай сызыктуулук касиети орун алат. 
        20. Антисимметриялуулугу.  
       Матрицанын эки жолчосунун (мамычасынын) орундарын 
алмаштырып жазсак, анда анын баштапкы аныктагычы   , 
кийинки   аныктагычынан белгиси менен гана айырмаланат. б.а. 
  = - . 

     Чынында эле 
333231

131211

232221

3

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

болсо
aaa
aaa
aaa

   

болорун, 3 аныктагычын 1- жолчо, 3  аныктагычын 2 - жолчо боюнча 
эсептеп чыгып, 3 = - 3 теёдештиги аткарыларын къръб\з. 
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      30. А матрицасын аныктагычы менен транспорнирленген АТ 
матрицасын аныктагычы дал келишет б.а. TT AAAA detdet  . 
 Чынында эле 
    

332331

322212

312111

333231

232221

131211

332331

322212

312111

333231

232221

131211

,

,

aaa
aaa
aaa

A
aaa
aaa
aaa

A

арыаныктагычтынынматрицалар
aaa
aaa
aaa

A
aaa
aaa
aaa

A

T

T





































болушуп, A  - ны биринчи жолчо, ал эми TA - ны биринчи мамыча 
менен ачып чыксак, алардын 
   

312213322113

312312332112322311332211
3222

3121
13

3323

3121
12

3323

3222
11

312213322113

233112332112233211332211
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

;

aaaaaa

aaaaaaaaaaaa
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA

аaaaaa

aaaaaaaaaaaa
aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

aA

T









 
барабар сандык маанилерге  ээ болорун къръб\з.  
 
     40. Бирдей тартиптеги квадраттык А, В матрицаларынын 
къбъйт\нд\с\н\н аныктагычы, алардын аныктагычтарынын 
къбъйт\нд\с\нъ барабар 
       .BABA   
     Аныктагычтын §1.5 те кърсът\лгън касиеттерин жана азыркы 10 - 40 
касиеттерин топтоштуруп, матрицанын аныктагычын практикалык 
эсептъълърдъ колдонууга ылайыктуу айрым эрежелерин санап ътъб\з: 

1. Эки бирдей жолчосу (мамычасы) болгон матрицанын 
аныктагычы нългъ барабар болот. 

     Чынында эле матрицанын эки бирдей жолчосунун (мамычасынын) 
орундарын алмаштырып жазсак, анын аныктагычынын белгиси 
ъзгър\ш\  =- керек. Бирок эки жолчодо теё бирдей элементтер 
болгондуктан, иш ж\з\ндъ жолчолор алмашканы менен аныктагыч 
ъзгъргън жок. Ошондуктан   =-  теёдештиги  =0 болсо гана 
аткарылат.  
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          2. Матрицанын жолчосуна (мамычасына) бир санды 
къбъйт\\, анын аныктагычына ошол санды къбъйткънгъ теё 
болгон ъзгърт\\ болот. 
           Бул жогорудагы 20 касиетинде 0  деп алганга барабар. 

3. Жолчосу (мамычасы) жалаё нълдър болгон матрицанын 
аныктагычы нългъ барабар. 

     Чынында эле аныктагычты ошол нъл жолчо боюнча ажыратып 
эсептесек, сандык мааниси нъл болот. 
        4. Матрицанын кайсы бир жолчосу (мамычасы) экинчи бир 
жолчону (мамычаны) бир санга къбъйт\\ менен алынса, б.а. 
тиешел\\ элементтери пропорционалдуу болушса, анда 
аныктагычы нългъ барабар болот.  
 Чынында эле жалпы къбъйт\\ч\ санды аныктагычтын сыртына 
чыгарсак, анда берилген аныктагыч эки бирдей жолчого (мамычага) ээ 
болуп, сандык мааниси нългъ теё болот.  
 5. Эгерде аныктагычтын бир жолчосуна (мамычасына) кайсы 
бир жолчосун (мамычасын) бир санга къбъйт\п кошуп жазсак, анда 
аныктагычтын сандык мааниси ъзгърбъйт. 
 Чынында эле аныктагычтын сызыктуулук касиети боюнча экинчи 
жолчосуна   санына къбъйт\лгън биринчи жолчосун кошуп чыксак  
 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

333231

131211

131211

333231

232221

131211

333231

132312221121

131211

0
aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

aaa
aaaaaa

aaa









 

баштапкы аныктагычты кайра алабыз (  санына къбъйт\лгън 
аныктагыч эки жолчосу бирдей болуп 0 гъ теё). 
 Натыйжа: Аныктагычтын каалаган жолчосуна  калган 
жолчолорунун сызыктуу комбинацияларын кошуп жазуудан анын 
сандык мааниси ъзгърбъйт. 
 
 5.4.2 Тескери матрицаны табуу ыкмалары. 
 

         А= 




















nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...

...

...

21

22221

11211

             (24)  
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n - тартиптеги квадраттык матрицасына къбъйткъндъ Е бирдик 
матрицасы келип чыга тургандай А-1 матрицасы, А матрицасына карата 
тескери матрица деп аталганын (5.2.3., 40) билебиз  
   ЕАААА   11 .            (25) 
 Берилген (24)  матрицасына тескери матрица  дайыма эле жашай 
бербейт, б.а. ал берилген матрицанын аныктагычынын сандык 
маанисинен къз каранды болот. 
        5.4.1 Аныктама. Эгерде берилген А матрицасынын (24)  
аныктагычы detA= 0A  болсо, анда аны кубулбаган матрица, ал эми 

0det  AA  болсо, кубулган матрица деп айтабыз. 
          Ошентип А матрицасы кубулбаган болсо, анда ага тескери болгон 
А-1 матрицасын бир маанил\\ т\рдъ табууга болот, б.а. ар бир 
кубулбаган матрицанын (25) шартын канааттандырган бир гана тескери 
матрицасы жашайт. 
          Тескери матрицаны табуунун эки ыкмасына токтолобуз (n=3): 
          1. Кийиштирилген матрицалар усулу. 

А= 
















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

                         (26)    

 3 - тартиптеги кубулбаган матрицасы берилсин. Демек, анын 

аныктагычы 0det

333231

232221

131211


aaa
aaa
aaa

AA  нълдърдън  айырмалуу сандык 

мааниге ээ болот. 
 Берилген (26) матрицасынын аныктагычынын элементтеринин Аij  
(i,j =1,2,3) алгебралык толуктоочторунан т\з\лгън  


















333231

232221

131211

AAA
AAA
AAA

AK
                                (27)     

матрицасы, А матрицасынын кийиштирилген матрицасы деп аталат. 
Мында Аij элементи деп A  аныктагычын jia  элементинин алгебралык 
толуктоочун т\ш\нъб\з. Мисалы, А11 дин сандык мааниси М11 минору 
аркылуу 

 23323322
3332

2322
11

11
11 )1( aaaa

aa
aa

MA     

саны болорун билебиз. Ошондой эле  
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12212211
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1312
21

12
21

22313221
3231

2221
13

31
13

33212331
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MA
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  сандары (27) матрицасынын 

элементтери болушат. Ошентип Аij матрицасынын элементтери, А 
матрицасынын элементтери болушкан конкретт\\ jia  сандарын 
къбъйт\п, кошуп табылгандыктан, бир маанил\\ болот, б.а. ар бир А 
матрицасына карата бир гана АК кийиштирилген матрицасын т\зъ 
алабыз жана тескерисинче. 
     Кийиштирилген АК матрицасын транспонирлейли 

(АК)Т=
















332313

322212

312111

AAA
AAA
AAA

.                     (28)   

 Бул (АК)Т матрицасы ъзгъчъ касиетке ээ:  
(АК)ТА=А(АК)Т= A Е.                    (29)      

 Мында  Е=
















100
010
001

 бирдик матрица. 

 (29) касиетинин тууралыгын текшерип кър\\ \ч\н А матрицасына 
(АК)Т матрицасын сол жагынан къбъйт\п,  
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 А(АК)Т= 
















333231

232221

131211
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332313

322212

312111

AAA
AAA
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= )30(









































333231

232221

311211

333332323131233322322131133312321131

332332223121232322222121132312221121

331332123111231322122111131312121111





AaAaAaAaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAaAaAaAa
AaAaAaAaAaAaAaAaAa

   

ээ болбуз. Бул (30) матрицасынын башкы диагоналында турган 
332211 ,,     элементтери, А матрицасынын аныктагычы A 332211   

санына барабар болот. Чынында эле башкы диагоналда 

 



3

1
332211 )3,2,1(,

j
iiiiiiijijii iAaAaAaAa элементтери жайгашып, 

 алардын ар бири A  аныктагычынын  i – жолчосунун Aij алгебралык 
толуктоочтору боюнча ачып эсептегенге барабар болот. Башкы 
диагоналдан башка орундарда жайгашкан бардык элементтер 

0332211  jijijiij AaAaAa  болору оёой эле текшерилет 
  3,2,1,,  jiji . 
    Мисалы,  

     
0223123322123332122233122233221332221

22313221233321233122233233222113231222112121
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aaaaaaaaaaaaaaaAaAaAa

 
болот (калганын ъз алдыёарча текшерип кърг\лъ). Андай болсо (30) 
матрицасы 
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 кър\н\ш\ндъ жазылат. 

Демек А(Ак)Т= EA    теёдештиги орун алып, (29)  туура болот. Ушундай 
эле жол менен А матрицасына (Ак)Т матрицасын оё жагынан къбъйт\п,  

АА ТК )( = EA    болорун кърсът\\ м\мк\н. Ошентип (29) касиети 
каалагандай тартиптеги кубулбаган матрицалар \ч\н туура болуп, анын 
эки жагын теё A  санына бъл\п жибергенде 

    EA
A

АжеЕAA
A

TKTК 
11  теёдештигине айланат. Мындан А 
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матрицасына эки жагынан къбъйтсък да, бирдик Е матрицасы келип 
чыгуучу бир гана А-1  тескери матрицасы   

 TKA
A

A  11             (31)  

 кър\н\ш\ндъ табыларын къръб\з. Тескери матрицаны мындайча табуу 
усулу кийиштирилген матрицалар ыкмасы деп аталат. 
 Берилген \ч\нч\ тартиптеги А квадраттык (26) матрицасынын 
тескерисин жана (28), (31) барабардыктарын пайдаланып, 
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А              (32)     

  кър\н\штър\ндъ жазабыз. 
 Ушундай эле талкуулоолор менен n-тартиптеги каалагандай 
кубулбаган матрицанын тескери матрицасын тъмъндъг\дъй жазууга 
болот: 

А-1= A
1

(Ак)т=  
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         II. Элементардык ъзгърт\п т\з\\лър же Жордандын ыкмасы. 

        /ч\нч\ тартиптеги квадраттык  
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A    матрицасы 

кубулбаган болсун, анда анын кеёейтилген матрицасы деп  
       

(A|E)=
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                       (33) 

 матрицасын айтабыз.  
     Кенейтилген матрицанын эки бъл\г\ндъ теё эки бирдей 
элементардык ъзгърт\\лърд\ ж\рг\зъб\з, б.а биринчи бъл\г\н\н бир 
жолчосун (мамычасын) бир санга къбъйт\п башка бир жолчосуна 
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(мамычасына) кошсок, экинчи бъл\г\ндъ да ошол эле жолчосун 
(мамычасын), ошол эле санга къбъйт\п кошобуз. Кайсы бир 
жолчолорун (мамычаларын) орундарын алмаштырсак, экинчи 
бъл\г\ндъ да ошол эле жолчолорун (мамычаларын) орундарын 
алмаштырабыз. Ошентип олтуруп кеёейтилген  EA  матрицасынын 
биринчи бъл\г\ндъг\ А матрицасынын баштапкы, тепкичт\\, 
диагоналдык кър\н\штъргъ ъзгърт\п олтуруп, бирдик матрица 
кър\н\ш\нъ келгенге чейин элементардык ъзгърт\\лърд\ ж\рг\зъ 
беребиз. Натыйжада кеёейтилген (33) матрицасы ъз\нъ окшош  1AE  
кеёейтилген матрицасына ъзгър\п  
  ЕА / ~  .1AE ,       (34) 
анын экинчи бъл\г\ндъ А-1 тескери матрицасы т\з\лгън болот. Мындай 
элементардык ъзгърт\п т\з\\лърд\н жардамы менен тескери 
матрицаны табуу Жордандын ыкмасы деп аталат. 

А матрицасына тескери болгон А-1 матрицасын (32) , (34) 
кър\н\штър\ндъ табуу менен, матрицалык АХ=В же ХА=В 
тендемелерин чыгаруу м\мк\нч\л\г\нъ ээ болобуз. 

Мисалы, 

















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
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B ,  

бирдей тартиптеги квадраттык матрицалар болушуп, АХ=В тендемеси 
берилсин. Теёдемени чыгаруу \ч\н эки жагын теё  А-1  ге къбъйт\п,  
 А-1АХ = А-1В     ЕХ = А-1В1   Х = А-1В  матрицалык теёдеменин 
чечими болгон  Х матрицасын табабыз. Матрицалык теёдеменин эки 
жагындагы матрицалардын элементтерин теёдештирип, белгисиз jiх  

элементтерин таба алабыз. 

     Мисалы, 
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                          А             Х  В 
матрицалык теёдемесин Жордандын ыкмасы боюнча чыгаралы. А 
матрицасынын кеёейтилген матрицасын т\з\п, ага элементардык 
ъзгърт\\лърд\ ж\рг\зъл\: 
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Биринчи жолчону ъз\ндъй калтырып, экинчи жана \ч\нч\ жолчолордон 
биринчисин кемитип жаздык. 
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Экинчи мамыча менен \ч\нч\ мамычаларды орундарын алмаштырып, 
андан кийин экинчи,\ч\нч\ жолчолорду   «- 2» ге бъл\п жибердик. 
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 Экинчи, \ч\нч\ жолчолорун ъз\ндъй калтырып, биринчи жолчого «-1» 
ге къбъйт\лгън экинчи жолчону, андан кийин «-1» ге къбъйт\лгън 
\ч\нч\ жолчону кошуп жаздык. 
     Акыркы кеёейтилген матрицанын экинчи бъл\г\нън 

А-1 =
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 тескери матрицасын табабыз. Берилген теёдеменин эки 

жагына теё А-1 матрицасын сол жагынан къбъйт\п: 
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матрицалардын  теёдештигине ээ болуп,  матрица чечимди табабыз. 
Мындан 

1,0,
2
1,1,

2
1,0,1,

2
1,

2
1

333231232221131211  ххххххххх , 

белгисиз болгон Х  матрицасынын элементтерин аныктоого болот. 
 
     5.4.3 Матрицанын рангы 
 
     Матрицалардын Rmxn мейкиндигинен алынган каалагандай mxn –

тартиптеги нълд\к эмес  А = 
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         (35)  

матрицасын алалы. Анын к  жолчодон жана к  мамычадан турган 
квадраттык бъл\г\н\н аныктагычын  

 Мк = 

кккк

к

к

ааа

ааа
ааа

...
............

...

...

21

22221

11211

,                      (36)   

берилген А матрицасынын к - тартиптеги минору деп, (36) 
кър\н\ш\ндъ белгилейбиз. Мында к  =1, 2, …, min{m, n} маанилери 
алынып, А матрицасынын 1,   2 , …, min{m, n} - тартиптеги минорлору 
болору келип чыгат. Ыёгайлуулук \ч\н (36) минорун (35) 
матрицасынын жогорку сол бурчунда жайгашкан деп тандап алалы. 
Жалпы учурда Mk минорун, А матрицасынын элементтеринин белгил\\ 
бир абалын сактап (берилген абалын же ъзгърткъндън кийинки абалын), 
кааалаган бъл\г\нън кк  - тартипте т\з\\гъ болот.  

 Мисалы, 



















1
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1
1
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0
1

3

1
0
1

A    3х4 – тартиптеги матрицанын 1- 

тартиптеги 12 минору, 2 - тартиптеги 6 минору, 3 - тартиптеги 2 минору 
бар. Бирок мындан чоё тартиптеги минору жок, анткени  
 к = min{3, 4}=3. 
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 5.4.1 Аныктама. Берилген А матрицасынын нълдън айырмалуу 
минорлорунун арасынан тартиптеринин эё чоёу, матрицанын рангы деп 
аталат. Матрицанын рангы rangr  A  деп белгиленет. 
         Ошентип матрицанын рангы  rangA0  min{m, n} аралыгында 
жайгашкан натуралдык сан болот. Эгерде 0r  болсо, анда (35) 
матрицасынын бардык минорлору нългъ барабар; 1r  болсо, бир гана 
элементтерден турган 1M  минорлорунун жок дегенде биръъс\ нълдън 
айырмалуу болуп, калган 1 ден чоё тартиптеги бардык минорлору нългъ 
барабар; 2r  болсо, экинчи тартиптеги минорлорунун жок дегенде 
биръъс\ нъл болбойт, ал эми 2 ден чоё тартиптеги бардык минорлору 
нългъ барабар болушат; kr   болсо, анда жок дегенде бир k  - 
тартиптеги kM  минорлорунун биръъс\ нълдън айырмалуу, ал эми 
андан чоё  nmтinкк ,.,..,2,1   тартиптеги минорлорунун баары 
нългъ барабар деп т\ш\нъб\з. 
        Жогорудагы мисалда кърсът\лгън матрицанын рангы 3r  саны 
болот. Анткени 1k  болгондо, iM1  бир элементт\\  12,..,1i  12 
минорлорунун арасында нългъ барабар эмес минорлору 8.  к = 2 десек, 
анын экинчи тартиптеги 6 минорунун ичинен нълдън айырмалуу жок 
дегенде бир 

01
10

31
2 


iM   минору табылат. 

3к  десек, эки минорунун жок дегенде бири (бул жерде экъъс\ теё) 

07
110
011
403

,04
101

110
031

2
3

1
3 





 MM  нълдън айырмалуу 

болушат. Андай болсо, мисалда берилген матрицанын нълдън 
айырмалуу минорлорун тартиптеринин эё чоёу 

 330,0:max 








 kMkr k  








 3,4тin    саны болот.  

     5.4.2 Аныктама. Нълдън айырмалуу rM  минорунун тартиби А 
матрицасынын рангы менен дал келсе, анда rM - минорун базистик 
минор деп айтабыз. rM  базистик минорунун элементтери жайгашкан А 
матрицасындагы жолчолорду жана мамычаларды матрицанын базистик 
жолчолору жана мамычалары дейбиз. 
     5.4.1 Теорема. 
     1. A  матрицасынын базистик жолчолору (мамычалары) сызыктуу 
къз каранды эмес системаны т\з\шът.  
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     2. A  матрицасынын каалагандай жолчосун (мамычасын) базистик 
жолчолордун (мамычалардын) сызыктуу комбинациясы катарында 
жазууга болот.   
    
     1.–далилдъъ: Далилдъън\ жолчолор \ч\н ж\рг\зъл\. Ыёгайлуу 
болсун \ч\н базистик rM 0  минорун А матрицасынын жогорку сол 
бурчунда жайгашкан деп ойлойлу:  
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.  (38) 

 
     Анда raaa ,...,, 21  жолчолору базистик системаны т\з\шът. Бул 
жолчолордун ар бири n компоненттен турушат 
 

              .},...,...,{
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2222212
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                           (39) 

 Жолчолордун  1,  2,…,  r коэффициентт\\ сызыктуу комбинациясын 
т\зъл\   .0...2211  rraaa                            (40) 
     Тескерисинче, (39) жолчолорун сызыктуу къз каранды деп 
болжолдойлу, анда кандайдыр бир 0i  болсо деле (40) барабардыгы 
орун ала берет  .,...,2,1 ri   Айталы 02   болсо деле (40) орун алсын, 

анда экинчи жолчо r
r аaaa
2

2
2

3
1

2

1
2 ...










  калган жолчолордун 

сызыктуу комбинациясы катарында жазылып, rM  аныктагычынын 
экинчи жолчосу жалаё гана нъл элементтерден турат. Бул учурда анын 
сандык мааниси 0rM  болушу керек. Анда rM  базистик минор боло 
албайт. Демек, (39) жолчолорун сызыктуу къз каранды болсун деген 
болжолубуз туура эмес, анткени шарт боюнча алар сызыктуу къз 
каранды эмес жолчолордун системасын т\з\шкън базистик жолчолор 
болушат.  
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      Теореманын экинчи б\т\м\н далилдейли. 
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  матрицасынын каалагандай бир i-

жолчосун алалы. Бул жолчо  inijiriii aaaaaa ,..,...,,...,, 21  кър\н\ш\ндъг\ n 
компоненттерден турат. 
 Эгерде тескерисинче ia - жолчосун базистик жолчолордун (39) 
сызыктуу комбинациясы катарында жазуу м\мк\н болбосо, анда ia  
жолчосу (39) жолчолор менен чогуу сызыктуу къз каранды эмес 
системаны т\зът. Демек, A  матрицасындагы базистик жолчолордун 
саны бирге чоёоюп 1r  болот, же 0rM  минорунан чоё болгон 

01 rM  минору табылып, rM  минору базистик минор болбой калат. 
Бул карама - каршылык ia  жолчосун, базистик (39) жолчолордун 
сызыктуу комбинациясы катарында жазуу м\мк\н эмес деген тескери 
оюбуздун туура эместигин кърсътът, б. а.  
  rri aaaa  ....2211 кър\н\ш\ндъ туюнтулат. 
 Ошентип mn - тартиптеги квадраттык эмес матрицаларга анын 
базистик минору деп аталган rM  аныктагычынын  мааниси  аркылуу 
сандык м\нъздъмъ бер\\гъ болот. 
 Натыйжа. Матрицада элементардык ъзгърт\\лърд\ ж\рг\з\\, 
анын рангын ъзгъртъ албайт. Ошондуктан матрицанын рангын 
оёой табуу \ч\н, аны элементардык ъзгърт\\лърд\н жардамы 
менен диагоналдык, тепкичтик абалдарга келтир\\ керек.  

 9 - мисал.
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A  матрицасына тескери болгон матрицаны 

тапкыла. 
 Чыгаруу:  Матрицанын аныктагычын эсептейли:  

.0430406160
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203
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det 



 AA  Демек, берилген 

матрица кубулбаган матрица болуп, анын бир гана 1A  тескери 
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матрицасы табылат. Тескери матрицаны кийиштирилген матрицалар 
ыкмасы менен табалы. 
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33   MA  сандары болушат. 

     Кийиштирилген матрица 
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КA  кър\н\ш\ндъ болуп, 

аны   транспонирлеп 
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1A  тескери матрицасын  

 




















































2
3

2
5

2
3

4
5

4
9

4
7

121

6106
597

484
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111 TКA

A
А   кър\н\ш\ндъ 

 табабыз.  

 10 - мисал. 

















412
254
123

A  матрицасына тескери А-1 матрицасын 

Жордандын ыкмасы боюнча тапкыла. 
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 Чыгаруу: 
412
254
123

||det A  = 60 + 8 + 4 - 10 - 6 - 32 = 24 ≠ 0. 

Берилген матрица кубулбаган матрица болгондуктан, анын бир гана 
тескери матрицасы жашайт. А матрицасынын кенейтилген матрицасын 
т\з\п, ага элементардык ъзгърт\\лърд\ ж\рг\зъл\: 
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    Биринчи жолчону 3 къ бъл\п жибердик. 
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     Биринчи жолчону ъз\ндъй калтырып, 2 – жолчого   «- 4» къ 
къбъйт\лгън биринчи жолчону, 3 – жолчого  «-2» санына къбъйт\лгън 
биринчи жолчону кошуп жаздык. Андан кийин экинчи жолчону 

3
7 къ 

бъл\п жибердик. 
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 Экинчи жолчону ъз\ндъй калтырып, биринчи жолчого «

3
2

 » ге 

къбъйт\лгън экинчи жолчону, \ч\нч\ жолчого 
3
1  ге къбъйт\лгън экинчи 

жолчону кошуп жаздык. Андан кийин \ч\нч\ жолчону 
4

27 къ бъл\п 

жибердик. Кийинки кадамда 
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   3 - ч\ жолчону ъз\ндъй калтырып, экинчи 

жолчого «
7
2

 » ге къбъйт\лгън \ч\нч\ жолчону, биринчи жолчого «
7
1

 » 

ге къбъйт\лгън \ч\нч\ жолчону кошуп жазып,  1AE  кър\н\ш\ндъг\ 
акыркы кенейтилген матрицаны т\зд\к. Анын сол жагынан 
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1А    тескери матрицаны табабыз.  

 11-мисал.   



















4220
1320
5432

 матрицасынын рангын тапкыла. 

 Чыгаруу.  Бул матрицанын тартиби (34) болуп, минорлорунун 
эё чоёу  к = min{3, 4} = 3 - тартипте болушу м\мк\н. 3 - тартиптеги 
минорлору экъъ, алардын бири эле нълдън айырмалуу болсо, 
матрицанын рангы 
 r = rangA = 3 болот. 

 М1
3  

220
320
432

  = - 20,   М2
3  

422
132
543


  = - 116 болуп, \ч\нч\ 

тартиптеги эки минору нълдън айырмалуу экен. Андай болсо, берилген 
матрицанын нълдън айырмалуу минорлорунун тартиптеринин эё чону 3 
санына барабар, же  rang А = 3.  

 12-мисал. Берилген 45-тартиптеги 


























54474
13110
24121
01342

А  

матрицасынын рангын аныктагыла жана базистик жолчолор менен 
калган жолчолорун туюнткула. 
 Чыгаруу: А  матрицасынын 2, 3 - мамычаларынын жогору 

бъл\г\нън 02
11
34

2 


M  минорун алсак, сандык мааниси нългъ 
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барабар эмес болду. Калган 2- тартиптеги минорлорун текшер\\н\н 
зарылдыгы жок. 
 /ч\нч\ тартиптеги минорлорун текшеребиз. Матрицанын жогорку 
сол бурчундагы элементтерден т\з\лгън 

 М3  
110

121
342





 = 4 + 3 – 2 – 4 =1 ≠0 минорунун сандык маниси нългъ 

барабар эмес. Калган 3 - тартиптеги минорлорун карабайбыз, анткени 
жок деген биръъс\н\н нълдън айырмалуу болушу жетишт\\. 
 Търт\нч\ тартиптеги эки минору бар, аларды биринчи жолчолору 
боюнча эсептеп: 

 М1
4=

4474
3110
4121

1342







 = 2 





447
311
412

 4 





444
310
411

 

  





474
310
421

3   
474
110

121
1





  = 22 – 48 + 27 - 1=0,    

 М2
4 = 

5447
1311
2412
0134







 = - 4
544
131
241






 
544
131
242

3





  +
547
111
212

1




  -   

 -  0 
447

311
412






 = 132 – 132 + 0 – 0 = 0 

экъън\н теё нългъ барабар болорун къръб\з. 
        Демек, берилген матрицанын нълдън айырмалуу сандык мааниге ээ 
болгон минорлорунун тартиптеринин эн чоёу 3r  саны, матрицанын 
рангы болот. 

 Берилген матрицанын М3 = 1
110

121
342







 минорун базистик минор 

деп (анын тартиби ранг менен теё), 321 ,, ааа  жолчолорун базистик 
жолчолор  катарында эсептейбиз. Базистик жолчолор 
  ,0,1,3,4,21 a    ,2,4,1,2,12 a     1,3,1,1,03 а  
компоненттерден турушат. Теоремага ылыйык калган бир 
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 5,4,4,7,44 а  жолчосун - базистик жолчолордун сызыктуу 
комбинациясы катарында жазууга болот  3322114 aaaa   . 
Чынында эле бул сызыктуу комбинацияны компоненттери боюнча 







































































































1
3
1

1
0

2
4

1
2

1

0
1
3
4

2

5
4
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4

321    кър\н\ш\ндъ жазып, 1,2,1 321    

болгондо алардын тендештикке айланарын къръб\з.  

          13-мисал. 
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713
541
420

 кър\н\ш\ндъг\ 53 - тартиптеги 

матрицанын рангын аныктап, базистик мамычалары менен  калган 
мамычаларын  сызыктуу туюнткула. 
 Чыгаруу: Берилген матрицада элементардык ъзгърт\\лърд\ 
ж\рг\згъндъ, анын рангы  ъзгърбъйт. Ошондуктан аны окшош 
матрицаларга ъзгърт\п т\зъл\. 
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Мында биринчи жолчону экинчи жолчо менен алмаштырып, андан 
кийинки жаёы 2 - жолчону 5 - си менен алмаштырдык; 
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301
























 

 
1- жолчону ъз\ндъй калтырып, 2 - жолчого «-2» ге къбъйт\лгън 1- 
жолчону, 3 - жолчого «-3» къ къбъйт\лгън 1- жолчону кошуп жазып, 4 - 
жана 5 - жолчолорду ъз\ндъй калтырдык. Кийинки кадамда 2 - жолчону  
«-5» ке, 3 - жолчону «-11» ге,  4 - жолчону 5 ке, 5 - жолчону 2 ге бъл\п 
жибердик. Акыркы кадамда 1 - жана 2 - жолчолорду ъз\ндъй калтырып, 
калган жолчолордон 2 - жолчону кемитип жаздык. Ошентип берилген 
матрицаны элементардык ъзгърт\\лърд\н жардамы менен ага окшош 
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матрицага айлантып, анын рангы r = 2 болорун аныктадык. Анткени 

акыркы матрицада 04
21

30
,01

10
01 2

2
1

2 


 MM , экинчи 

тартиптеги эки  минорлору гана нълдън  айырмалуу. 
 Биринчи жана экинчи мамычаларды базистик деп эсептеп, \ч\нч\ 
мамычаны алардын сызыктуу комбинациясы катары туюнтуп жазалы. 

Мамычаларды 321 ,, bbb  десек, анда бул туюнтуу 22113 bbb    же 

компоненттери боюнча  1

0
10
7
5
4










































































3
5
1
4

2

2
0
3
1

0

2  кър\н\ш\ндъ 

 жазылат. Чынында  эле ,31    22  сандары табылып, бул сызыктуу 
комбинация  аткарыларын кър\\гъ болот.  
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