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 10 – лекция: 

 

 Сызыктуу теёдемелер системасы 

 

 5.5.1 Теёдемелер системасы т\ш\н\г\ 

 Матрицаларды элементардык ъзгърт\п т\з\\, аныктагычынын 
рангы, тескерисин табуу сыяктуу амалдардын баары сызыктуу 
тендемелер системасын чыгаруу максатында окуп \йрън\лд\. Анткени 
чъйръдъг\ къптъгън турмуштук окуялар, кубулуштар математикада 
сызыктуу тендемелер системасы катарында моделдештирилет. 

         Мисалы, картошканын жаёы ън\м - уругун ънд\р\п тараткан 
Европадагы илимий тажрыйба чарбасынан Кыргызстанга ташып келип 
ънд\р\лгън картошканын базар баасынын т\з\л\\ наркын 
моделдештирели: 

Айталы, тажрыйба чарбасынын 1х - сырьего кеткен чыгымы, 2х - 

жеке ишкердин чыгымы, 3х - салык чыгымдары, 4х - болжогон пайдасы, 

ib - сатуу наркы  болсун (i = 1, 2, 3, 4). Анда   
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т\зът. Аны матрицалык кър\н\штъ тъмъндъг\дъй  
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 жазууга болот.  
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XA   белгилъълър\н киргизип, акыркы 

теёдемени А Х = В  кър\н\ш\ндъ жаза алабыз. 

 Албетте, Кыргызстандын базарындагы картошканын баасы менен 
Европадагы тажрыйба чарбасы ънд\ргън картошканын ън\м - уругунун 
баасынын арасындагы байланыштарды башкача моделдештир\\гъ да 
болот. Бирок, аны теёдемелер системасы кър\н\ш\ндъ моделдештир\\ 
толук жана ачык т\ш\н\\гъ м\мк\нч\л\к берет. Анткени, теёдемелер 
системасында баштапкы ънд\р\\ч\н\н чыгымдары менен 
ортомчулардын ар бир этаптагы чыгымдары салыштырылып, 
картошканын баасынын бардык этаптардагы сатуу наркынын 
калыптанышынан маалымат алабыз. 

 Жалпы учурда n белгисизд\\ сызыктуу m теёдемелер системасы  
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кър\н\ш\ндъ жазылат. Аны  
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АХ=В                                                 A41      

матрицалык теёдеме кър\н\ш\ндъ жазууга болот. Мында bj - бош 
м\чълър (j =1,2,…,m), ix белгисиздер  ,,...,2,1 ni   A матрицасынын 

элементтери болгон jiа сандары теёдемелер системасынын 
коэффциенттери  болушат. Х матрицасы белгисиздер мамычасы, В 
матрицасы бош м\чълърд\н мамычасы, А матрицасы теёдемелер 
системасынын матрицасы деп аталышат. 

 5.5.1 Аныктама. Эгерде nxxx ,...,, 21  сандарынын тобу табылып, 
(41) теёдемелер системасына койгон кезде, анын ар бир теёдемесин 
теёдештикке айландырса, анда бул сандардын тобун (41) системасынын 
чечимдери деп атап, (41) теёдемелер системасын чыгарылуучу же 
биргелешкен система дейбиз. Эгерде мындай шартты канааттандырган 

nxxx ,...,, 21  сандарын тобу табылбаса, анда (41) теёдемелер системасын 
карама - каршылыктуу чечилбъъч\ же биргелешпеген теёдемелер 
системасы деп айтабыз (Белгисиздер биринчи даражада 
катышкандыктан сызыктуу деп аталат). 

 (41) теёдемелер системасынын кенейтилген матрицасы деп 
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матрицасын т\ш\нъб\з. 

 5.5.1 Теорема. Каалагандай (41) теёдемелер системасынын 
биргелешкен болушу \ч\н, бош м\чълърд\н В мамычасынын 
элементтери, А матрицасынын тиешел\\ жолчолорунун сызыктуу 
комбинациялары катарында туюнтулушу зарыл жана жетишт\\. 

 Далилдъъ.  1) Зарылдыгы: Айталы nxxx ....,,, 21  сандарынын 
тобу табылып, (41) теёдемесине койгондо аны теёдештикке 
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айландырсын, башкача айтканда анын чечимдери болушсун. Анда (41) 
системасындагы каалагандай i   теёдемеси  

inniii bxaxaxa  ....2211         mi ,...,2,1          (43) 

кър\н\ш\ндъг\ теёдештик болот. Мындан ib  бош м\чъс\ A  

матрицасынын i  жолчосунун nxxx ,....,, 21  коэффициентт\\ сызыктуу 
комбинациясы экендигин къръб\з.  

         2) Жетишт\\л\г\: Айталы (41) теёдемесинин бош м\чълър\н\н 
мамычасындагы ib  элементтери, A  матрицасынын тиешел\\ 
жолчосунун сызыктуу комбинациясы катарында туюнтулсун. Анда 

n ,...,, 21  сандары табылып, bi санын А матрицасынын i - 

жолчосунун элементтери менен niniii aaab   ....2211  

кър\н\ш\ндъ туюнта алабыз. Мындан nnxxx   ,...,, 2111  
сандарынын тобу табылып, (41) теёдемелер системасынын чечимдери 
болорун къръб\з. Демек, (41)  системасы биргелешкен болот.  

       (41) системасы биргелешкен учурда (43) сызыктуу комбинациясын: 
В бош м\чълърд\н  мамычасын А матрицасынын  мамычаларынын  
сызыктуу комбинациясы катары т\ш\н\п, компоненттери менен 
тъмъндъг\дъй жазабыз: 
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         5.5.2  Кронекер – Капеллинин теоремасы. 

 

        Каалагандай сызыктуу теёдемелер системасынын биргелешкен 
болушу \ч\н, анын матрицасынын рангы менен кеёейтилген 
матрицасынын рангынын барабар болушу зарыл жана жетишт\\. 
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       Далилдъъ.  

         1) Зарылдыгы: Айталы теёдемелер системасы биргелешкен 
болсун. Анын матрицасы менен кеёейтилген матрицасынын рангдары 
барабар болушун кърсътъл\. (41) системасы биргелешкен болсо, анда 
5.5.1 теоремасы боюнча кеёейтилген (42) матрицасынын акыркы В 
мамычасы, А матрицасынын мамычалары менен (44) кър\н\ш\ндъ 
сызыктуу туюнтулат же болбосо, В мамычасы (А|В) кеёейтилген 
матрицасынын калган мамычаларынан сызыктуу къз каранды болот, 
анда ал мамычанын элементтерин элементардык ъзгърт\\лърд\ 
ж\рг\з\\ менен нълдъргъ айланта алабыз, же (А|В)  матрицасын окшош 
( A~ | В ) кеёейтилген матрицасына ъзгърт\\гъ болот. Ъзгъргън 
матрицанын акыркы мамычасы нъл элементтерден тургандыктан, ( A~ |В
)матрицасынын рангына таасирин тийгизе албайт. Демек,  

 

r = rang(А|В) = rang( A~ |В ) = rang A~  = rangA     (45)    

    

 болот (элементардык ъзгърт\\дъ матрицаны рангы ъзгърбъйт).  

     2) Жетишт\\л\г\: Айталы (41) системасынын матрицасы менен 
кеёейтилген матрицасынын рангдары барабар болсун  

rangА = rang(А|В),  (41) системасынын биргелешкен болушун 
кърсътъл\. 

     (45) теёдештиги орун алса, анда (А|В) матрицасынын акыркы В 
мамычасын сызыктуу къз каранды деп, калган мамычалары менен (44) 
кър\н\ш\ндъ сызыктуу туюнтууга болот. Анткени, тескерисинче В 
мамычасын сызыктуу къз каранды эмес деп ойлосок, анда (А|В) 
матрицасынын рангы r болбостон r +1 болуп, (45) теёдештиги орун 
албай калмак. Демек, (44) кър\н\ш\ндъг\ туюнтуу аткарылып, 5.5.1.-
теоремасы боюнча (41) биргелешкен система болот.  

  

 5.5.2  n ≠ m учурдагы теёдемелер системасынын чечимдери. 
Жордан –Гаусстун ыкмасы 
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          Сызыктуу теёдемелер системасын чыгаруу деп: 

 1) Теёдемелер системасынын биргелешкен же биргелешкен 
эмес экендигин аныктоону; 

 2) Эгерде система биргелешкен болсо, анда анын чечимдерин 
табууну т\ш\нъб\з. 

 n ≠ m болгон учурда белгисиздердин саны n менен теёдемелердин 
саны m барабар эмес болот. Айталы (41) сызыктуу теёдемелер 
системасы биргелешкен болуп, )/( BArangrangAr   шарты 
аткарылсын. Мr базистик минорун А матрицасынын жогорку сол 
бурчунан алалы. Теёдемелер системасынын А матрицасынын рангы r 
болгондуктан, анын r жолчодон турган базистик жолчолору болот. Ал 
эми калган жолчолорунун баары бул базистик жолчолордун сызыктуу 
комбинациясы катарында туюнтулат. Же болбосо алгачкы r 
жолчолордон башка жолчолорду, ошол эле r жолчолордун кайра 
кайталанышы катарында жазууга боло тургандай ъзгъртъ алабыз. Андай 
болсо, (41) теёдемелер системасынын m теёдемелеринин алгачкы r 
теёдемесинин арасындагы кайсы бирлери,  кийинки  

r +1, r +2, …, m  теёдемелеринде кайра кайталанып жазылган болот. Бул 
кайталанма теёдемелердин  биръъс\н гана калтырып, калган m - r 
сандагы кайталангандарын таштап жиберсек, n белгисизд\\ кыскарган  
r  теёдемелер системасына ээ болобуз. 
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 Бул теёдеменин rxxx ,...,, 21  базистик белгисиздерин сол жагында 
калтырып, калгандарын оё жагына ъткър\п жазсак, 
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r белгисизд\\ r теёдемелер системасына ээ болобуз. 

 (41) теёдемелер системасынын nr xxxx ...,,...,,, 21  чечимдеринин 
тобу (46), (47) системаларын да канааттандыргандыктан, \чъън\ 
эквивалентт\\ теёдемелер системалары дейбиз. Ал эми алардын 
чечимдеринин тобун экиге бълъб\з: 

 1) rxxx ,...,, 21  - базистик чечимдер; 

 2) nrr xxx ,...,, 21  - эркин тандалуучу чечимдер. 

 Ошентип белгисиздердин саны n менен теёдемелердин саны m  
бири - бирине барабар эмес (m ≠ n) болгон учурда, (41) теёдемелер 
системасы биргелешкен болсо, б.а. чыгарууга м\мк\н болсо, анда 
чечимдердин nxxx ,...,, 21  сыяктуу тобун чексиз къп ыкмалар менен 
т\з\\гъ болот, б.а. системанын чексиз къп чечимдери жашайт. Анткени 

 rnnrr cxcxcx   ...,,, 2211  сыяктуу эркин тандалуучу сi  сандарын 

(i = 1, 2, …, n-r) каалагандай ала бер\\гъ болот. Ал эми rxxx .,..,, 21  
базистик чечимдери ар бир тандалган сi сандары \ч\н ар башка болуп 
табылат. Жалпы учурда n≠m болгондо, биргелешкен (41) системасынын 
чечиминин мамыча матрица 
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),...,,(
    (48)  
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кър\н\ш\ндъ табабыз. Ал сi эркин тандалган (i = 1, 2, …, n-r) сандардан 
къз каранды болгон nrr xxxxx ,...,,,...,, 121   сыяктуу чексиз къп топтордон 
турат. 

 n≠m болсо да белгисиздердин саны n менен А матрицасынын 
рангы n = rangA барабар болсо, анда (41) теёдемелер системасы бир 
гана nxxxx ,...,,, 321  тобунан турган чечимдерге ээ болот.  

 (48) кър\н\штъг\ чечимдерди табуу \ч\н, (41) теёдемелер 
системасынын  BA / - кеёейтилген матрицасын элементардык 
ъзгър\\лърд\ ж\рг\з\\ менен ага окшош  BA ~/~  тепкичт\\ абалга 

келтиребиз. rang  BA /  = rang  BA ~/~  = rang rA   болгондуктан, бир 
канча кадамдардан турган элементардык ъзгърт\\лърдън кийин   

  

 BA /  ~  BA ~/~ =









































0

~

~
~

0...00...00

~...~~...00

~...~~...~0

~...~~...~~

2

1

1

212222

11111211

rnrrrrr

nrr

nrr

b

b
b

aaa

aaaa
aaaaa

~ 

 

~


































nrrrr

nr

nr

rr

r

r

aab

aab
aab

a

aa
aaa

~...~~

~...~
~...~~

~...00

~...~0

~...~~

1

2122

1111

222

11211

                        (47 A )  

тепкичт\\ кър\н\ш\нъ келтиребиз. Акыркы жолчону Х матрица 
мамычасына къбъйт\п теёдештирип, 

 nnrrrrrrrr xaxabxa ~...~~~
11    же  
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n
rr

nr
r

rr

rr

rr

r
r x

a
a

x
a
a

a
bx ~

~
...~

~
~

~
1

1  


 туюнтулушуна ээ болобуз.  Ага 

 rnnrr cxcxcx   ...,,, 2211  эркин маанилерди бер\\ менен rx  

ди табабыз. Табылган rx  мааниси  1r - жолчого койсок, 1rx   
аныкталат. Ушундай процессти улантуу менен калган  122 ,...,, xxxr  
белгисиздерин табабыз. Натыйжада (48) кър\н\штъг\ чечимди тапкан 
болобуз.  Чечимдердин тобун табууда матрицалардагы элементардык 
ъзгърт\\лърд\ пайдалануу Жордан - Гаусстун ыкмасы деп аталат.  

 Эгерде элементардык ъзгърт\\лърд\н ж\р\ш\ндъ  BA /  
кеёейтилген матрицасы 

    ~/~
BA













































0

~
~

~
~

0...00...00

0...00...00

~...~~...~~

~...~~...~~
~...~~...~~

1

2

1

121

21222221

11111211

r

rnrrrrrrr

nrr

nrr

b
b

b
b

aaaaa

aaaaa
aaaaa

  

 кър\н\ш\нъ ъзгърсъ, анда система биргелешпеген болот. Анткени A
~

 

матрицасынын 1r  - жолчосу жалаё нълдърдън турганы менен, B
~

 
мамыча матрицасынын 1r жолчосунда нълдън айырмалуу 1

~
rb - саны 

туруп, аны нълдърд\н сызыктуу комбинациясы катарында жазуу 
м\мк\н эмес. 

 

 5.5.3 mn   болгон учур. Крамердин эрежеси 

 

 Бул учурда (41) сызыктуу теёдемелер 
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 системасында 
















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...

,...
,...

2221

22222121

11212111

              (49)  

белгисиздер менен теёдемелердин саны теё n болуп, анын матрицасы 
























nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

                                           (50)     

квадраттык  nn - тартиптеги матрица болот.  

     Эгерде (50) матрицасы кубулбаган 0det  AA  же nrangA   болгон 
матрица болсо, (49) теёдемелер системасы биргелешкен болуп, бир гана 

nxxx ,...,, 21  тобунан турган чечимге ээ.  

     Чынында эле (49)  системасын BA   матрицалык кър\н\штъ 
жазсак, 0det  AA  болгондуктан, А матрицасына карата тескери 1A  
матрицасы табылып, матрицалык кър\н\штъг\ теёдеменин эки жагын 
теё 1A  ге къбъйтсък: BAAA 11    же BAXE  1  же BAX  1  же  

 

  
































































nnnnn

n

n

TК

n b

b
b

AAA

AAA
AAA

A
ВA

A
x

x
x

X 2

1

21

22212

12111

2

1

...

...

...

11
.                 (51)  

чечимдерин табуу эрежесине ээ болобуз. 

 (51) Крамердин эрежеси деп аталып, анын оё жагындагы 
амалдарды аткарган соё, конкретт\\ бир jx  белгисизи 

 jkk

n

k
j Ab

A
х 




1

1
  ( j=1, 2, …, п ) кър\н\ш\ндъ табылат. 
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                 мамычаj  

Аны  








 jх

nnnn

n

n

nnnn

n

n

j

aaa

aaa
aaa
aba

aba
aba

x

...

...

...
......

......

......

21

22221

11211

1

2221

1111

                 (52)  

кър\н\ш\ндъ эске тутуу ыёгайлуу.  

Мында A , ал эми 
jх

 деп  A   аныктагычынын j - мамычасынын 
элементтерин, бош м\чълърд\н В мамычасы менен алмаштыруудан 
алынган аныктагычты белгилейбиз. 

 Аныктагычтарды эсептъъ убарагерчиликт\\ болгондуктан 
Крамердин эрежеси эки, \ч белгисизд\\ теёдемелер системаларын 
чыгарууда ыёгайлуу. Белгисиздердин саны 4 тън къп болгон теёдемелер 
системаларын чыгарууда элементардык ъзгърт\п т\з\\лъргъ 
негизделген Жордан – Гаусстун ыкмасын колдонуу ынгайлуу болот. Ал 
\ч\н:  

 1) (49) теёдемелер системасынын матрицасы А кубулбаган 
болушу (  0 АжеnrangА  керек. 

 

 2)  























nnnnn

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

BA 2

1

21

22221

11211

...

...

...

  кеёейтилген матрицасы  

т\з\лът. 
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         3) Бир канча кадамдардан турган элементардык ъзгърт\п 
т\з\\лърдън кийин  BA  матрицасы  

 BA ~~
 же

b

b
b

a

aa
aaa

nnn

n

n






















~

~
~

~...00

~...~0

~...~~

2

1

222

11211

  BA ~~























nb

b
b

~

~
~

1...00

0...10
0...01

2

1

 

кър\н\штър\нъ келтирилип, Х мамычасына къбъйт\л\п, 
теёдештир\\ менен nxxx ,...,, 21  белгисиздери табылат. 

 Эскерт\\. Эгерде n = m болгон учурда, (detА = 0) A матрицасы 
кубулган матрица болcо да r рангы табылып,  rangA = r  = rang  BA  
шарты аткарылса, анда анын бир маанил\\ чечимдери жашабаганы 
менен, чексиз къп топтордон турган (48) сыяктуу къп маанил\\ 
чечимдери жашашы м\мк\н. 

 14-мисал. 















32432
,132
,374
,232

4321

432

431

4321

xxxx
xxx

xxx
xxxx

  

теёдемер системасынын бир маанил\\ чечимдери жашайбы? 

 Чгаруу:  Анын матрицасын жана кеёейтилген матрицасын 
т\зъл\. 

А= 
























2432
1320
7104
3112

,    BA =


























3
1
3
2

2432
1320
7104
3112

, теёдеменин аныктагычы  
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0030002
432
320

104
)1(3

232
120
704

242
130
714

)1(
243

132
710

2

2432
1320
7104
3112

||

5

3





























A

 

болгондуктан, теёдемелер системасынын  матрицасы кубулган болуп, 
берилген теёдемелер системасы биргелешпеген болот. Демек, бир 
маанил\\ бир гана 4321 ,,, xxxx  тобунан турган чечимге ээ боло албайт.
  

 15-мисал. 














1278
,7532
,9934
,8852

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx
xxx

\ч белгисизд\\ търт 

теёдемелер системасын чыгаргыла. 

        Чыгаруу:   n≠m болгондуктан анын кеёейтилген матрицасын 
т\з\п,  BA  жана А матрицаларынын рангдарын аныктайлы. 

  

 BA  =

























12
7
9
8

781
532
934
852

 ~ 

























8
7
9

12

852
532
934
781

~  

  Биринчи жолчо менен търт\нч\ жолчону алмаштырып жаздык. 

   































16
17
39

12

6110
9130

19290
781

~






























16
1
5

12

6110
320
130
781

~ 
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 1- жолчону ъз\ндъй калтырып, 2 - жолчого   «- 4» къ къбъйт\лгън 
1 - жолчону коштук. 3 - жолчого  «-2» ге къбъйт\лгън 1- жолчону 
кошуп, 4 - жолчого да  «-2» ге къбъйт\лгън 1- жолчону  кошуп жаздык. 
Экинчи кадамда 1, 4 - жолчолорду ъз\ндъй калтырып, 2 - жолчого «-2» 
ге къбъйт\лгън 3 - жолчону, ал эми 3 - жолчого       «-1» ге къбъйт\лгън 
4 - жолчону коштук. 

~






























16
1
4

12

6110
320
210
781

~























28
7
4

12

2800
700
210
781

~























1
1
4

12

100
100
210
781

~ 

 Бул жердеги кадамдардын башында  1, 3, 4 – жолчолорду ъз\ндъй 
калтырып, 2 - жолчону  3- жолчодон  кемитип жаздык, андан кийинки 
кадамда 1- чи, 2 - жолчону ъз\ндъй калтырып, 3 - жолчону 2 – жолчого  
«-2» ни къбъйт\п, кошуп жазганбыз, 4 - с\нъ «-11» ге къбъйт\лгън  2 - 
син коштук. Акыркысында 3 - жолчону 7 ге, 4 - жолчону 29 га бъл\п 
жибердик. Търт\нч\ жолчодон \ч\нч\с\н кемитип, 

~  BA ~~

0
1
4

12

000
100
210
781


























 тепкичт\\ кър\н\ш\ндъг\ матрицага ээ 

болбуз. Мындан  A~   матрицасында жок дегенде бир 

 01
10

81
1

100
210
781

3 





M , нълдън айырмалуу \ч\нч\ тартиптеги  

минору табылып, rangА= rang A~ =3 болорун билебиз. Ошондой эле 
кеёейтилген  BA ~~ матрицасында да 

032320
21
78

41
128

)1(
110
421

1278
23

3 









 M   
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нълдън айырмалуу \ч\нч\ тартиптеги минору бар. Демек, rang  BA =rang
 BA ~~ =3 болуп, Кронекер - Капеллинин теоремасынын rangA = rang  BA  

=3 шарты аткарылат. 

 Белгисиздердин саны А матрицасынын рангы менен барабар 
болгондуктан, берилген теёдеменин бир гана 321 ,, xxx  тобунан турган 
чечими жашайт. 

 Элементардык ъзгърт\\н\н жардамы менен берилген теёдемеге 
эквивалентт\\ теёдеме т\зсък, 














1
,42
,1278

3

32

321

x
xx
xxx

келип чыгып, 1,2,1 123  xxx  

чечимдеринин жалгыз тобун табабыз.  

 16-мисал. 












4222512112
,25432
,19753

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

 беш 

белгисизд\\ \ч теёдемелер системасын чыгаргыла . 

 Чыгаруу:  m = 3, n = 5 же m ≠ n учурдагы теёдеменин 

 BA =

















4
2
1

222512112
54321
97531

 кеёейтилген матрицасынын рангын 

аныктоодо Жордандын элементардык ъзгърт\п т\з\\лър ыкмасын 

пайдаланып,  BA =

















4
2
1

222512112
54321
97531

~  


















2
1
1

411250
411250

97531
~ 


















3
1
1

00000
411250

97531
 BA ~~

 ээ болобуз. Бул 

ъзгърт\\лърд\н биринчи кадамында 1- жолчону ъз\ндъй калтырып, 2 - 
жолчого  «-1» ге къбъйт\лгън 1- жолчону кошуп, 3 - жолчого  «-2» ге 
къбъйт\лгън 1- жолчону кошуп жаздык. Экинчи кадамда 1, 2 - 
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жолчолорду ъз\ндъй калтырып, 3 - жолчого 2 - син кошуп жибердик. A~  
матрицасында 3 - тартиптеги минорлордун баары нългъ барабар, 
анткени алардын \ч\нч\  жолчосу жалаё нълдърдън турат. Ал эми 2 - 
тартиптеги нълдън айырмалуу бир канча минорлору бар, мисалы 

.05
50

31
2 


M  Ошондуктан  rangA = rang A~ =2 болот. 

  BA ~~
 матрицасында нълдън айырмалуу 3 - тартиптеги жок дегенде 

бир минору бар, мисалы .0213
411

97
3

300
1411
197

3 


M  Анда 

 rang  BA = rang  BA ~~ = 3 болуп, rangА ≠ rang  BA  болгондуктан, берилген 

теёдеме биргелешпеген же чыгарылышы жок деген жыйынтыкка 
келебиз.  

 17-мисал. 















42369

,33446

,24523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

търт белгисизд\\ \ч 

теёдемелер системасын чыгаргыла. 

 Чыгаруу: Берилген теёдеменин кеёейтилген  

 BA =




















4
3
2

2369
3446
4523

 матрицасын жана теёдемелер системасынын А 

матрицасынын рангдарын Жордандын ыкмасы боюнча аныктайлы. 

 BA =




















4
3
2

2369
3446
4523

~ 
























2
1

2

101200
5600

4523

~  

 Бул ъзгърт\\дъ 1- жолчо ъз\ндъй калып, 2 - жолчодон 2 ге 
къбъйт\лгън  1- жолчо кемитилди. 3 - жолчодон 3 къ къбъйт\лгън 1- 
жолчо кемитилип жазылды.  
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~



















0
1

2

0000
5600

4523

=  BA ~~
  Акыркы ъзгърт\\ кадамында 1, 2 - 

жолчолору ъз\ндъй калып, 3 - жолчодон 2 ге къбъйт\лгън экинчи жолчо 
кемитилип жазылды. 

 Ошентип  BA  матрицасын элементардык ъзгърт\\лърд\н 

натыйжасында, ага окшош  BA ~~
 матрицасын алдык.  BA ~~

 

матрицасынын \ч\нч\ жолчосу жалаё нълдърдън тургандыктан, анын 
экинчи тартиптеги минорлору гана нълдън айырмалуу боло алат. 

 Мисалы, ,01
56

451
2 


M   06

15
242

2 


M , ошондуктан 

 rang  BA  = rang  BA ~~  = 2, ал эми 01
2 M  минору А матрицасына да 

минор болгондуктан, rangA =rang A~ =2 болуп, Кронекер - Капеллинин 
теоремасынын шарттары аткарылат же берилген система биргелешкен 
болот. Бирок анын эки белгисиздери гана базистик болуп, калган экъъс\ 

эркин тандалуучу чечимдер болушат. Биз  012
60

52
2 




M  

миноруна таянып, базистик деп 32 , xx  базистик белгисиздерине  карата 
берилген теёдемени 

  







43

2132

516
,43252

xx
xxxx

 кър\н\ш\ндъг\ эквивалентт\\ 

теёдеме менен  алмаштырабыз. 

 Эркин таёдалуучу чечимдерге 2411 , cxcx   каалагандай сандык  

маанилерин берип,  ,51
6
1

23 cx    

    212212 187
12
151

6
15432

2
1 cccccx 













    

чечимдерин табабыз. 
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Жалпы чечимдер     242321211 ,51
6
1,718

12
1, cxcxccxcx    

сандарынын тобунан куралып, 21,cc  сандарынан къз каранды болгон 
чексиз къп топтордон турат. Ошондуктан чечимди мамыча 
кър\н\ш\ндъ 

  

 
 
 
 

 

 















































2

2

21

1

24

23

212

11

21

51
6
1

718
12
1

,
,

c

c

cc

c

cx
cx
ccx
cx

ccXX жазууга болот.  

 18-мисал.












342
,122
,42

zуx
zуx
zуx

 теёдемелер системасын  

чыгаргыла. 

 Чыгаруу:   Берилген теёдемелер системасынын матрицасынын 

аныктагычы  A ∆=
421
212

121






=- 4 – 4 + 4 + 1 + 4 – 16 = -15 ≠ 0 болуп, 

матрицасы кубулбаган болот. Анда анын жалпы чечими zyx ,,  
чечимдеринин тобунан турган бир гана топ болот. Чынында эле 

Крамердин (52) эрежеси боюнча, х =










 zyx zy ,,  чечимдерди 

табууга болот. 

 Биринчи мамычаны бош м\чълърд\н мамычасы менен 

 алмаштырып,  x
423
211

124






 = -16 +12 +2 – 3 + 16 – 8 = 3 ээ болобуз. 
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Экинчи мамычаны бош м\чълърд\н мамычасы менен алмаштырып, 

 у
431
212

141


 = - 4 + 8 + 6 + 1 + 6 + 32 = 49, \ч\нч\ мамычаны бош 

м\чълърд\н мамычасы менен алмаштырып,  

Z

321
112
421




 = 3 + 16 +2+ 4 – 2 + 12 = 35 сандарын 

аныктайбыз. Анда ,
5
1

15
3




x  

 

3
12

3
7

15
35

z    \чт\г\ чечимдердин жалгыз гана тобу болот. 

 

 §5.6  Бир тект\\ сзыктуу теёдемелер системасы  

 

 5.6.1 Бир тект\\ теёдемелер системасын чечимдери 

 

















,0...

,0....
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

              (53)    

кър\н\ш\ндщг\ n белгисизд\\ m теёдемлер системасы бир тект\\ 
сызыктуу теёдемелер системасы деп аталат. (41) теёдемелер 
системасынан өзгөчөлөнүп, В бош м\чълърд\н мамычасы «нъл» 

мамычадан турат. (53) системасын 





















mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...

...

...

21

22221

11211

 - теёдемелер 

,
15
43

15
49




y



20 
 

системасынын матрицасы жана Х= 


















nx

x
x


2

1

 белгисиздердин мамыча 

матрицасы  аркылуу матрица кър\н\ш\ндъ  АХ=0          (53*)  

жазып, чечимдерин табуу ыкмаларын карайбыз. 

 .  Бир тект\\ сызыктуу теёдемелердин (53) системасы 
белгисиздердин саны n жана теёдемелердин саны m кандай болгонуна 
карабастан биргелешкен болуп, жок дегенде бир тривиалдык  (нълд\к) 

Х=


















0

0
0


 чечимге ээ болорун байкайбыз. Чынында эле, бардык 

 nixi ,...,2,1,0   маанилерин (53) къ койсок аны теёдештикке 

айландырат. 

 Ошентип, (53) бир тект\\ системасынын ар качан нълд\к 
чечимдери бар экенин билсек да, анын нълд\к эмес чечимдерин табуу 
жолдорун издейбиз. 

 

     .  Теёдемелердин саны m белгисиздердин саны n ден кичине (m<n) 
болгон учурда, (53) системасынын А матрицасынын рангы 

0,  rnrangAr  санын аныктоо   м\мк\н болсо, анда А 
матрицасынын rM  базистик минору жашайт.  

rM ≠ 0 базистик минорун А матрицасынынын жогорку сол бурчунда 
жайгашат деп ойлоп, (53) системасын ага эквивалентт\\ болгон 
кыскартылган 























.......

,......
,......

112211

21122222121

11111212111

nnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xаxaxaxaxa

xаxaxaxaxa
xаxaxaxaxa

         (54)   
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бир тект\\  эмес теёдемелер системасына ъзгърт\п т\зъб\з. (54) 
теёдемелер системасында r сандагы базистик, n - r сандагы эркин 
чечимдер болгондуктан, (53) системасынын чечимдери да экиге 
бъл\н\шът:  

1) rxxx ,...,, 21  - базистик чечимдер; 

2) nrr xxx ,...,, 21  - эркин тандалуучу чечимдер болушат. 

 Эркин тандалуучу чечимдерге rnnrr cxcxcx   ...,,, 2211  
каалагандай сандык маанилерди берсек, анда (53) системасынын нълд\к 
эмес чечими rnccc ,...,, 21  сандарынан къз каранды болгон (48) 
чечимдери сыяктуу,   











































































rn

nr

rn

rn

n

r

c

c
c

cccx

cccx
cccx

x

x

x
x

X

2

1

121

212

211

2

1

),...,,(

),...,,(
),...,,(

...

...
 ,                          (55)  

мамыча - матрица кър\н\ш\ндъ кърсът\лгън чексиз къп n 
компонентт\\ топтордон турат. Бул чечимдердин ар бирин 

  r + (n – r ) = n  координаталуу },...,,,,...,,{ 2121 rnr cccxxxX 


 вектор - 
чечим деп т\ш\н\\гъ да болот.  

 Бир тект\\ (53) теёдемелер системасынын (55) кър\н\ш\ндъг\ 
чексиз къп нълдън айырмалуу чечимдери эки касиетке ээ: 

 1 0 . Эгерде 1  жана 2  чечимдеринин тобу (53) системасынын 
нълд\к эмес чечимдери болушса, анда алардын суммасы 21 XX   да 
нълд\к эмес чечим болот. 

  Чынында эле (53) системасы (53  ) матрицалык теёдеме 
кър\н\ш\ндъ 01  XA  жана 02  XA  болсо, анда матрицаларды 
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къбъйт\\н\н касиети боюнча   0002121  AXAXXXA   
теёдештигине ээ болуп, 21 XX   да чечим болорун къръб\з.  

 Бул касиет санактык сандагы чечимдердин суммасы \ч\н да туура 
болот. 

 2 0 . Эгерде X  чечимдеринин тобу (53) системасынын нълд\к эмес 
чечими болсо, анда R  саны \ч\н  nxxxX  ...,,, 21  
чечимдеринин тобу да ага чечим болот. 

 Матрицаларды   санына къбъйт\\ эрежесин эстесек, (53) тън 
бул   00   AXXA  касиеттин туура экендигин кърсъткън 
болобуз. 

 

 5.6.2 Бир тект\\ теёдемелер системасынын чечимдеринин 
сызыктуу мейкиндиги 

 Бир тект\\ (53) сызыктуу теёдемелер системасы, nr   учурда  n  
координаталуу чексиз къп (55)  кър\н\ш\ндъг\  мамыча – матрица же 
n  координаталуу чексиз къп вектор - чечимдерге ээ болушу м\мк\н 
экенин кърд\к. Чексиз къп вектор - чечимдеринин (мамыча - матрица 
чечимдерин) къпт\г\н  V тамгасы менен белгилейли. 

 Чечимдердин суммасы да,   чыныгы санына  къбъйт\нд\с\ да 
чечимдер болушкандыктан, V къпт\г\ндъ кошуу жана   чыныгы 
санына къбъйт\\ амалдары аткарылып, ушул амалдарга карата 
сызыктуу мейкиндиктин бардык шарттарын канааттандырышат. 

 Чынында эле 321 ,,, XXXX  каалагандай вектор - чечимдер, ал эми 
,  каалагандай чыныгы сандар болушса, чечимдердин жогорудагы 

эки 00 2,1  касиеттери боюнча  

;, 2121 VXXVXX   VXVX    болуп, тъмъндъг\  

сызыктуулук шарттары да аткарылат: 

1)     321321 XXXXXX  - ассоциативд\\; 
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2)    1221 XXXX коммутативд\\; 

3) V къпт\г\ндъ нъл элементи болгон тривиалдык  0,...,0,00    

n  компонентт\\   чечими жашап, каалагандай чечимге кошсок 
XX  0  шартын канааттандырат;  

4) V къпт\г\ндъг\ каалагандай X  чечимине карама - каршы « X » 
элементи же чечими табылып, 0 XX  болот; 

5)     ;2121 XXXX                7)      ;XX    

6)   ;XXX          8)   XXE   боло тургандай «бирдик» 









 1,...,1,11E  n  компонентт\\   элементи жашайт.  

Ошондуктан 0,  rnrangAr  болгон учурда, (53) теёдемелер 

системасынын бардык нълд\к жана нълд\к эмес чечимдеринин 
къпт\г\н V сызыктуу мейкиндиги деп белгилейбиз. Эгерде V 
мейкиндигинин элементи болгон ар бир X  чечимин n  координаталуу 
вектор деп ойлосок, V ны   rn ченемд\\ вектордук мейкиндик 
катары т\ш\нсъ болот. Анткени rn  сандагы эркин тандалган 

rnnrr cxcxcx   ,...,, 2211  чечимдери аркылуу r  сандагы базистик  

rxxx ,...,, 21  чечимдеринин ар бири сызыктуу туюнтулат же 

каалагандай   nrr xxxxxX ,...,,...,, 121   чечими 

   ,... )(12121111 rnrn cccx     

   ,... )(22221212 rnrn cccx                                     (56) 

     …………………………… 

   ,... )(2211 rnrnrrrr cccx                 

   ,11 cxr     
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    ,22 cxr      rnjriRji  ...,,2,1;...,,2,1,   

   ………   

     rnn cx      

кър\н\ш\ндъ табылып, жалпы учурда  rn   сандагы эркин тандалган 
сандардан гана къз каранды деп эсептейбиз   rncccXX  ,...,, 21 . 

  rn   ченемд\\ V сызыктуу мейкиндигинин каноникалык базиси 
деп rn   сандагы 































 1,...,0,0

0...,,1,0

0...,,0,1

2

1

rnE

E

E

                                                      (57)  

ар бири  rn   компоненттерден куралган, вектор - чечимдерин алабыз. 

 (57) каноникалык базисинен эркин тандалган rnccc ,...,, 21  
чечимдерин, кезеги менен биръъс\н 1, калгандары баары нъл деп алуу 
менен т\зд\к. 

     V мейкиндигин каноникалык  базисин т\згън (57) чечимдеринин 
жардамы менен, (56) чечимдеринин арасынан n-r сандагы тъмъндъг\дъй 

rnXXX ,...,, 21  чечимдерин бъл\п алууга болот: 



































0

0
1

1

21

12

1





rX





,   



































0

1
0

2

22

12

2





rX





, … ,

































 







1

0
0
,

,2

,1





rnr

rn

rn

rnX





  .            (58) 
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 Бъл\п алынган (58) чечимдери эки касиетке ээ:  

         10. rnXХX ,...,, 21  сызыктуу къз каранды эмес системаны 
т\з\шът. 

         20.  (53) бир тект\\ теёдемелер системасынын каалагандай Х 
чечими, чечимдердин (58)  сызыктуу комбинациясы катарында 
туюнтулат же каалагандай  Х чечимин (58) чечимдери боюнча 
ажыратып жазууга болот. 

 Чынында эле, чечимдердин (58) сызыктуу комбинациясы деп, (56)  
каалагандай Х чечимин алууга болот. Анда 0X  тривиалдык чечими 

0...21  rnссс  болгондо гана табылары келип чыгып, (58)  
сызыктуу къз каранды эмес системаны т\зър\ белгил\\ болот. 

Ошондой эле (53)  бир тект\\ теёдемелер системасынын каалагандай Х 
чечими деп, (56) кър\н\шт\ эсептесек, анда бул чечимди (58) 
чечимдеринин  rn

rn XсXсXсX 
 ...2

2
1

1                  (59)   

сызыктуу комбинациясы катарында жазууга болот. 

      

 5.6.1 Аныктама. Бир тект\\ (53)  теёдемелер системасынын 01  
жана 02    шарттарын канааттандырган, каалагандай саны rn   болгон 

rnXXХ ...,,, 21
 топтордон турган  чечимдердин тобу, бир тект\\ 

(53) теёдемелер системасынын чечимдеринин фундаменталдык 
системасы деп аталышат. 

          Ошентип 0,  rnrangAr  болгон учурда чечимдердин 

фундаменталдык системасы табылып, бир тект\\ теёдемелер 
системасынын жалпы чечими фундаменталдык система аркылуу (59)  
кър\н\шүндъ туюнтулат. (59) туюнтуусун векторлорду базистик 
система боюнча ажыратып жазууга салыштырса болот. 

 19-мисал. 
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














031625
,05341211

,027322
,0283

54321

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

    

теёдемелер системасынын чечимдеринин фундаменталдык системасын 
аныктап, жалпы чечимин тапкыла.  

       Чыгаруу:  Берилген 5n  белгисизд\\ 4m  теёдемелер 
системасынын матрицасынын рангын аныктайлы: 

 



























316251
53412111

27322
12813

A ~ 
























12813
53412111

27322
316251

~  

 Биринчи жолчо менен 4 - жолчону алмаштырып жаздык. Кийинки 
кадамда 1- жолчону ъз\ндъй калтырып, 2 - жолчодон  2 ге къбъйт\лгън 
1 - жолчону кемитип, 3- жолчодон 1 - жолчону кемитип, 4 – жолчодон   
«- 4» къ къбъйт\лгън 1- жолчону кемитип жазабыз. Натыйжада  

 

~ 
























85014160
85014160
425780

316251

 матрицасына ээ болобуз. Анын 3, 4 - 

жолчолорун экиге бъл\п жиберген соё, алардан экинчи жолчону 
кемитсек, анда  

 
























00000
00000
425780

316251
~A   келип чыгып, 52~

 nArangrangAr  

болот. 
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Демек, базистик минор деп 08
22

13
2 


M  алсак, берилген 

теёдеменин 21, xx  базистик чечимдери жана 543 ,, xxx  эркин тандалуучу 
чечимдери болот.      Теёдемени базистик чечимдерге карата кыскартып 
жазганда 








54321

54321

27322
,283
xxxxx
xxxxx

 келип чыгып, эркин чечимдерге 

252413 ,, cxcxcx   каалагандай сандык маанилерди берсек, 21 , xx  

белгисиздери табылат. Ал \ч\н 1- теёдемени 2 ге къбъйт\п экинчисине 
кошуп, 

 
3211

3211

2
1

8
3

8
19

,43198

cccx

жеcccx




   

ээ болобуз. Аны биринчи теёдемеге коюп,  

3213213212 2
1

8
25

8
728

2
1

8
3

8
193 cccccccccx 






    

жалпы чечимди табабыз. Аны 



































3

2

1

321

321

2
1

8
25

8
7

2
1

8
3

8
19

c
c
c

cсc

ccc

X  мамыча кър\н\ш\ндъ жазып, 321 ,, ccc  эркин 

тандалган сандарына кезеги менен чечимдердин \ч ченемд\\ сызыктуу 
мейкиндигинин каноникалык базисинин 

      1,0,0,0,1,0,0,0,1 321  EEE  компоненттеринин маанилерин 
берип, жалпы чечимден  
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
















































































1
0
0
2
1
2
1

,

0
1
0
8
25
8
3

,

0
0
1
8

19
19

321 XXX  чечимдердин фундаменталдык 

системасын бъл\п алабыз. Жалпы чечим бул чечимдердин 
фундаменталдык системасы боюнча  3

3
2

2
1

1 XcXcXcX   
кър\н\ш\ндъ сызыктуу комбинация болуп туюнтулат, б.а. чечимдердин 
фундаменталдык системасы боюнча ушундай кър\н\штъ ажырайт. 
Мындай ажыроо, векторлордун мейкиндигиндеги каалагандай векторду 
мейкиндиктин базиси боюнча ажыратып жазууга окшош кър\н\ш 
экендигин дагы бир жолу эскертип кетебиз. 
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