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 11 – лекция: 

                                                    ФУНКЦИЯЛАР                                 

Функцияларды аныктоо 

 6.1.1  Чагылтуу аппараттарын т\з\\ 

 ۷. Чагылтуу т\ш\н\г\. Чъйръдъ болуп жаткан анча тааныш эмес 
кубулуштарды жана окуяларды, ъз\б\згъ тааныш къпт\ктърд\н 
элементтерине тиешелеш коюп, салыштырып \йрън\\ м\мк\нч\л\г\н 
т\згън мыйзам - эрежелер, математикада чагылтуу аппараты же амалы 
катарында т\ш\нд\р\л\п келет. Чагылтуу аппараттарынын жардамы 
менен кубулуштарды \йрън\\дъ чоё катачылыктарга жол бербъъ \ч\н, 
чагылтуу эрежесине негизги шарт коюлат.  Айталы F чагылтуу 
эрежеси  X къпт\г\н  Y къпт\г\нъ чагылтсын дейли, анда F 
чагылтуусуна “ X  къпт\г\н\н ар бир  ݔ элементине, Y къпт\г\нън 
бирден гана ݕ элементин тиешелеш коёт ” – деген негизги шарт 
коюлат.   

 Чынында эле  X  къпт\г\ндъг\ бир ݔ  кубулушуна (элементине),  
Y къпт\г\ндъг\   ݕଵ, ,ଶݕ  ௡  сыяктуу ар т\рд\\ къп маанидегиݕ , …  ,ଷݕ  
элестер (элементтер) тиешелеш коюлса, анда ݔ кубулушун 

,ଵݕ    ,ଶݕ  ௡ элестеринин кайсы бирине салыштырыпݕ , …  ,ଷݕ  
\йрънър\б\з белгисиз болуп калат. Бул учурда чагылтуу аппаратын 
таанып бил\\ каражаты катарында колдонуу м\мк\н эмес. Ошондуктан 
негизги шартты канааттандырган чагылтууларга гана токтолуп, 
аларды салыштырууга таянган таануу процессинде аз ката кетир\\ч\ 
математикалык таануу каражаты деп эсептейбиз. Мындан ары чагылтуу 
деп, негизги шартты канааттандырган чагылтууларды гана т\ш\нъб\з. 

 Мындай чагылтуулар эки т\ргъ бъл\н\шът:  

1. Ъз ара бир маанил\\ чагылтуулар.  Бул чагылтууда X  
къпт\г\н\н ар бир ݔ элементинин жалгыз ъз\нъ гана тиешелеш 
коюлган, Y къпт\г\нън бирден гана  ݕ элементи табылат жана 
тескерисинче Y къпт\г\ндъг\ ар бир ݕ элементинин жалгыз ъз\нъ гана 
тиешелеш коюлган, X  къпт\г\ндъ да бирден гана  ݔ элементи болот. 
Бул учурда эки къпт\ктърд\н элементтеринин арасында ъз ара бир 
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маанил\\ тиешелештик орнотулуп, Y къпт\г\н X къпт\г\нъ тескери 
чагылтуу да орун алып, ал да негизги шартты канааттандырат.  F 
чагылтуусуна тескери чагылтууну ିܨଵ  деп белгилеп,  символикалык 
кър\н\штърдъ 

F:  X →Y ,    ିܨଵ: Y → X    же    ܺ 
ி

↔  ܻ    жазып т\ш\нд\ръб\з. 

       2. Бир тараптуу бир маанил\\ чагылтуулар.  Чагылтылган 
тараптан гана бир маанил\\ болгон чагылтуулар да  негизги шартты 
канааттандырышып, таанып бил\\ практикасында колдонууга 
жарамдуу болушат. Анткени мындай чагылтууда  X  къпт\г\ндъг\ ар 
т\рд\\  ݔଵ, , ଶݔ   ଷݔ ,   … ,  ௡ (элементтерине) кубулуштарына, Yݔ
къпт\г\нън бирден гана  ݕ௞  элементи тиешелеш коюлуп, бир  
௜ݔ  кубулушу  (݅ = 1, 2, 3, … ), бир гана ݕ௞ ке чагылып же 
салыштырылып, негизги шарт бузулбайт. Бул учурда 
ܺ    теги  айрым     ݔଵ, ,ଶݔ   , …  ,ଷݔ    \௡  кубулуштары Y къпт\г\ндъгݔ
бир эле ݕ௞ элементине чагылып калышы мүмкүн. Анда аларды элестери 
окшош же теёдеш кубулуштар катары баалоого болот. Бирок, бул 
учурда тескери   ିܨଵ чагылтуусу негизги шартты канааттандырбайт, 
анткени тескери чагылтууда бир эле  ݕ௞  кубулушунун бир канча  ݔ௜ 
сыяктуу элестери болуп, алардын кайсынысын ݕ௞   кубулушун м\нъздъъ 
\ч\н аларыбызды билбейбиз. Демек, бир тараптуу бир маанил\\ 
чагылтуулардын тескериси каралбайт же жашабайт деп айтылат.
 Математикада чагылтууга катышып жаткан къпт\ктърд\н т\з\л\\ 
структурасына (табыятына) карап, чагылтууларга ъз – ъз\нчъ аттар 
берилет.  

 ▪ Сан къпт\ктър\н сан къпт\ктър\нъ чагылтуучу эреже  - 
мыйзамдар функция деп аталышат. 

 ▪ Сандардан башка ар кандай  элементтерден турган къпт\ктърд\, 
сан къпт\ктър\нъ чагылтуучу эреже – мыйзамдар функционал деп 
аталышат. 

 ▪ Сандардан башка ар кандай элементт\\ къпт\ктърд\,  ъз ара 
бири – бирине чагылтуучу эреже – мыйзамдарды оператор деп коюшат. 

 Жалпы учурда, чагылтууну кеёири мааниде оператор деп атоого 
да болот, анткени жалпы учурда сан къпт\ктър\ деле ар кандай 
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элементт\\ къпт\ктърд\н бири болот. Бирок къб\нчъ чъйръ таануу 
процесси сандарга салыштырылып таанылгандыктан, алардагы 
чагылтууларды функционал менен оператордон айырмалап функция 
деп атайбыз. 

Мисалдар 

1. Токтогул ГЭСинин суу кълмъс\ндъ топтолгон суунун кълъм\н 
аныктоо \ч\н, атайын ченъъ эрежеси киргизилген. Ал \ч\н кълмън\н 
т\б\нън жогору карай,  R чыныгы сандарынын къпт\г\нън алынган 0 
санынан баштап,   19,7 миллиард санына чейинки сандар жазылган 
сызыктар менен белгиленген ченегич орнотулган. Суунун ченегичтеги 
сан жазылган сызыкка тий\\с\нъ карап, суунун кълъм\ аныкталат.  

Ошентип кълмъдъг\ таанууга татаал болгон суунун кълъмдър\н\н 
къпт\г\н, атайын курулган ченегич эреже – мыйзамынын жардамы 
менен R сандарынын    [0 , 19,7 млрд. ]  сегментине чагылтып, суунун 
кълъмдър\н\н  къпт\г\ сан къпт\г\нъ чагылтылгандыктан, ченегич 
эрежесин функционал деп эсептъъгъ болот. Ал ъз ара бир маанил\\ 
функционал болуп, тескериси жашайт. Анткени ченегичтеги ар бир 
санга бир гана суу кълъм\ туура келет (жана тескерисинче). 

2. Векторлорду скалярдык къбъйт\\ эрежесине таянып, 
каалагандай ܽ⃗ ,  ሬܾ⃗  эки т\гъй векторлордон турган къпт\кт\, R чыныгы 
сандарына чагылтууну ишке ашырууга болот. 

Чынында эле, скалярдык къбъйт\\ эрежеси боюнча 

ߙ    = |ܽ⃗| ∙ ห ሬܾ⃗ ห ∙ cos (ܽ⃗^ሬܾ⃗ ) болгондуктан, векторлордун ар бир  
т\гъй\нъ ൛ܽ⃗, ሬܾ⃗  ൟ → ߙ)  чыныгы  саны ߙ  бир гана  ,ߙ ∈ R) туура келип, 
эки  ъзгър\лмъ векторлордун т\гъй\н сан къпт\г\нъ чагылдырган 
функционал келип чыгат. Бул эреже менен ишке ашырылган 
функционалдын тескериси жашабайт же тескериси колдонууга 
жараксыз болот, анткени скалярдык къбъйт\нд\лър\ барабар болгон 
т\гъй векторлор къп кездешет. Ошондуктан скалярдык къбъйт\\ эки 
ъзгър\лмъ векторлордун т\гъй\н бир чыныгы санга чагылтуучу, бир 
тараптуу бир маанил\\ функционал гана боло алат. 
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3. Адамдын колу менен жасалган таразаны эреже – мыйзам 
катарында кабыл алып, ънд\р\лгън т\ш\мдърд\н ълчъмдър\н\н 
къпт\г\н чыныгы сандарга салыштырып, \йрън\\гъ болот. 

Чынында эле, айдоо аянттарынан жыйналган ар т\рд\\ 
ъс\мд\ктърд\н т\ш\мдър\ жън\ндъ жеткиликт\\ маалымат алуу \ч\н, 
аларды таразага тартып, чыныгы сандарга чагылтып салыштырып 
къръб\з. Таразанын таблосуна чыккан санга карап, ъс\мд\ктърд\н 
т\р\нъ жараша, кайсы талаадан кандай т\ш\м алганыбызды аныктап 
тааныйбыз. Натыйжада “тараза” эрежеси т\ш\мдърд\н къпт\г\н 
чыныгы сандарга чагылтуучу функционал экендигин баамдайбыз. Бул 
бир тараптуу бир маанил\\ функционал болот, анткени анын 
тескерисин таануу процессинде бир мааниде т\ш\н\\ м\мк\н эмес.  
Себеби ар кандай айдоо талааларынан алынган, ар т\рд\\ 
ъс\мд\ктърд\н т\ш\мдър\ бирдей болуп калган учурда, алардын баары 
бир чыныгы санга туура келгендиктен, ал чыныгы сан боюнча кайсы 
айдоо талаасындагы, кандай ъс\мд\ктърд\н  т\ш\м\ жън\ндъ съз 
болуп жаткандыгын толук биле  албайбыз.  

4. Вектордук къбъйт\\ эрежеси боюнча, каалагандай т\гъй  ܽ⃗ , ሬܾ⃗   
векторлорунун къпт\г\н, кандайдыр бир  с⃗ = ൣܽ⃗ , ሬܾ⃗ ൧ векторлорунун 
къпт\г\нъ чагылтууга болот   ൛ܽ⃗ , ሬܾ⃗ ൟ  →  {ܿ⃗}.  

Чынында эле, вектордук къбъйт\\н\н эрежесине ылайык, бир 
тегиздикте жатышкан каалагандай ܽ⃗, ሬܾ⃗   т\гъй векторлору менен оё 
\чт\кт\ т\з\п, аларга перпендикуляр жайгашкан с⃗ векторунун арасында 
бир тараптуу гана бир маанил\\ тиешелештикти орнотуу м\мк\н, 
анткени вектордук къбъйт\нд\лър\ барабар болгон къптъгън т\гъй 
векторлор болгондуктан, тескери чагылтуу негизги шартты 
канааттандырбайт. Мындай чагылтуу: т\гъй векторлордун къпт\г\н, 
векторлордун къпт\г\нъ чагылткан, бир тараптуу бир маанил\\ 
оператор болуп эсептелет. 

5.  F(ݔ) =∫ ݔ݀(ݔ)݂ +   анык эмес интегралын эсептъъ эрежесинин ܥ
жардамы менен, ар кандай \зг\лт\кс\з  ݂(ݔ) функцияларын турактуу 
санга чейинки тактыкта F(ݔ) –   функцияларына чагылтууга болот. 
Мында  
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 С −  Ошентип,  бул .(каалагандай турактуу сан)  ܽݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ
чагылтуу функцияларды функцияларга {݂(ݔ)}   ↔ (ݔ)ܨ}  −    {ܥ 
турактуу санга чейинки тактыкта, ъз ара бир маанил\\ чагылтуучу 
оператор болот. 

Ошентип керектъъгъ жараша таанып бил\\ процессинде 
колдонулган айла – амалдардын бири катарында, математикалык 
чагылтуу аппаратын аныктаган эреже – мыйзамдарын т\з\\, ойлоп 
табуу изден\\ч\л\г\ улам ън\г\п кете бермекчи.  

 

6.1.2  Функция жана аны т\з\\ жолдору  

Функция кыргызча къз карандылык байланышы деген маанини 
т\ш\нд\р\п, эки сан къпт\ктър\н\н арасындагы чагылтуунун жардамы 
менен орнотулган къз карандылык байланышын аныктаган эреже – 
мыйзам катарында кабыл алынат. Негизги шартты канааттандырган 
чагылтуу аппаратынын, сандык къпт\ктърд\ бири – бирине чагылтуучу 
учуру катарында каралуучу функция т\ш\н\г\,  чъйръ таануу 
процессинде кеёири колдонушка ээ болгондуктан, ага ъз\нчъ аныктама 
бере кетели. 

⃘ Функциянын аныктамасы:  

 Айталы  X жана Y сан къпт\ктър\ берилсин дейли. Эгерде 
кандайдыр бир  ݂  эреже – мыйзамы жашап, 
анын жардамы менен X къпт\г\н\н ар бир ݔ 
элементине (санына)  Y къпт\г\нън бирден 
гана ݕ элементин (санын) тиешелеш коюучу 
байланышты орнотуу м\мк\н болсо, анда бул  
݂  эреже – мыйзамын  X къпт\г\ндъ 
аныкталган функция деп айтабыз. 

 Функцияны  ݕ = ƒ(ݔ)  символу менен 
белгилеп:  “ игрэк барабар эф икстен ” – деп 
окуйбуз (орусчасы эф от икс). Бул жазылыш  

“эф икстен къз каранды” – деген създ\н кыскача белгилениши 
катарында кабыл алынган. Анткени эркин  алынган  ݔ ке карата, ага 
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тиешелеш коюлган ݕ элеси аныкталгандыктан, ݔ ти къз карандысыз 
чоёдук же функциянын аргументи, ал эми  ݕ ти къз каранды чоёдук же 
функциянын мааниси деп атайбыз. Ошентип   X   къпт\г\н  Y къпт\г\нъ 
чагылтуучу   ݕ = ƒ(ݔ)  функциясы, бул эки къпт\ктърд\н арасындагы 
къз карандылык байланышын орнотуучу эреже – мыйзам болуп 
эсептелет.  X  къпт\г\ функциянын аныкталуу областы,  Y къпт\г\ 
функциянын ъзгър\\ областы деп аталышат. Функцияны ƒ тамгасынан 
башка каалагандай чоё же кичине латын, орус, кыргыз тамгалары менен 
белгилей бер\\гъ болот. Бирок анын аргументин жана маанисин кичине 
тамгалар менен белгилеп келебиз. Мисалы ݕ = ℓ(ݔ),  ݕ = g(ݖ)   ݕ =
а(݈),  ݑ = ,ݐ)ܨ а, с) ж.б.у.с. 

Мисалы “Берилген санды квадратка кътър\п, бирди кош” эреже – 
мыйзамы менен  ݕ = ଶݔ + 1  кър\н\ш\ндъ жазылган квадраттык 
функция X= ܴ ≡ ]−∞, +∞[    чыныгы сандарынын къпт\г\н 

Y= ܴଵ ≡ [1 , +∞[  сандарынын къпт\г\нъ бир тараптуу бир 
маанил\\ чагылтат. Анткени анын тескери чагылтуусу   ݔ =  ±ඥݕ − 1  

эрежеси менен ж\ргънд\ктън, бир 
 тер ݔ±     санына эки     ݕ
тиешелеш  коюлуп, чагылтуунун 
негизги шарты аткарылбайт. 
Чынында эле  ܺ  кѳптߛгߛ деп 
,огун  ݔܱ ܻ кѳптߛгߛ деп ܱݕ огун 
алып, берилген функцияны 
декарттык координаталар 
системасында графикте кърсътсък 
(6.1 - чийме), анда б\т\ндъй 

,огундагы чекиттер  ݔܱ  ݕܱ
огунун оё бъл\г\ндъг\   [1 , +∞[  жарым сегменттин чекиттерине бир 
маанил\\ чагылганын къръб\з.  Мында  ݔଵ = −2 саны бир гана  ݕଵ =
5 санына , ଶݔ = 2  саны да  бир гана  (жалгыз) ݕଶ = 5  санына 
чагылып, негизги шарт же бир маанил\\л\к сакталат. Бирок тескери   
Y X чагылтуусу аткарылбайт, анткени  Y къпт\г\ндъг\ бир ݕ = 5 
саны, X къпт\г\ндъг\ эки  ݔଵ = ଶݔ   ,2− = 2  сандарына чагылып,  5 
санын чагылгандан кийинки элеси катарында    “-2,   2”  сандарынын 
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кимисин алуу керек экендиги белгисиз кала берет. Ошондой болсо да 
мындай эки маанил\\л\кт\,  X= ]−∞, +∞[  аралыгын   ܺଵ = ]−∞,   0] 
жана  ܺଶ = [0, +∞[  эки аралыктарына бъл\\ менен жоюуга болот. Ал 
\ч\н ݕ = ଶݔ + 1  функциясын  

ܺଵ ↔ ܻ  жана  ܺଶ ↔ ܻ ъз ара бир маанил\\ чагылтууларын, ъз 
ъз\нчъ ишке ашыруучу эки башка функциялар катарында т\ш\н\\ 
керек. Бул эки башка функциялар ъздър\нчъ ар бир белгиге карата 
ݔ = −ඥݕ + 1  жана  ݔ = +ඥݕ + 1  эки тескери функцияларына ээ 
болушат.  

Эгерде  X, Y къпт\ктър\ бир өлчөмд\\ (сызыктуу)  R 
мейкиндигинде жайгашышса (X,Y ⊂ ܴ), анда   ݕ = ƒ(ݔ)  бир 
ъзгър\лмъл\\ функция деп аталат. Ал эми Y сызыктуу R 
мейкиндигинде жайгашканы менен:   

1. X  къпт\г\ (областы) эки өлчөмд\\ ܴଶ  тегиздигинде болсо (X 
⊂ ܴଶ), эки ъзгър\лмъл\\ функция (1 – бъл., §1.2 ни кара); 

2. X  областы \ч өлчөмд\\ ܴଷ мейкиндигинде жайгашса (X⊂ܴଷ), 
\ч ъзгър\лмъл\\ функция; 

3. Жалпы учурда X⊂ܴ௡ болсо, анда  ݊ ъзгър\лмъл\\ функция  

деп аталышат. Жогорудагы мисалда бир ъзгър\лмъл\\  ݕ = ଶݔ + 1  
функциясы каралды.  

Эки ъзгър\лмъл\\ функциянын 
чагылтуу механизмин, \ч өлчөмд\\ 
декарттык координаталар системасында 
кърсътъл\ (6.2 – чийме). Чагылуучу 
къпт\к (область) катарында ܱݕݔ 
тегиздигинде жайгашкан ܦ областын, ал 
эми ܦ областынын чагылткандан кийинки 
элеси деп  ܱݖ аппликата огундагы 
чекиттерди ( R сандарын) алалы. ܦ ⊂ ܴଶ 

болгондуктан, анын ар бир M чекити (ݔ;  ,координаталарына ээ (ݕ
ошондуктан бул областта аныкталган функция же чагылтуу эреже – 
мыйзамы  ݖ = ƒ(ܯ) =ƒ(ݔ,  кър\н\ш\ндъ жазылат. Чагылтуу  (ݕ
механизми D  областындагы ар бир  М௜(ݔ௜;  огунан бир  ݖܱ ,௜)  чекитинеݕ
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гана  ݖ௜ чекитин тиешелеш коюу аркылуу ишке ашырылат. 
Мейкиндиктеги координаталары (ݔ௜; ;௜ݕ  ,\௜) болгон чекиттердин къпт\гݖ

ݖ =ƒ(ݔ,  функциясына (ݕ
график болгон бетти т\зът. 
Мисалы 

ݖ    = ඥ1 − ଶݔ −  ଶ  экиݕ
ъзгър\лмъл\\ функциясы, 
  тегиздигиндеги борбору ݕݔܱ
О  чекити, радиусу r =1 
болгон тегеректин ичин 
элестеткен 

D = { (ݔ, (ݕ ∶ ଶݔ  + ଶݕ < 1, ,ݔ) (ݕ  ∈  ܴଶ   } областын, ܱݖ  огунда 
жайгашкан [0 , 1] сегментиндеги чыныгы сандарга чагылтып, 6.3 - 
чиймедей элестетилип с\ръттълът.                                                                                                                     

/ч ъзгър\лмъл\\ функция ܴଷ мейкиндигинде жайгашкан 
обьекттерди (областтарды),  R  чыныгы сандарына чагылдырат. 
Чагылуучу область  V  десек, анын чекиттери  ݔ)ܯ ; ; ݕ  ч\  (ݖ
координаталарына ээ болгондуктан, чагылтуу эреже – мыйзамы болгон 
\ч ъзгър\лмъл\\ функцияны   ݑ = ƒ(ܯ) = ƒ(ݔ, ,ݕ  кър\н\ш\ндъ ( ݖ
жазууга болот.   ܱݖݕݔ    \ч өлчөмд\\ декарттык координаталар 
системасында жайгашкан V областынын чагылтылгандан кийинки 
элеси – чыныгы сандар болгондуктан, аларды башка бир  Оᇱݑ  чыныгы 
сандарынын огунда с\ръттъп, \ч ъзгър\лмъл\\ функцияны  V 
областынын ар бир ܯ௜(ݔ௜; ;௜ݕ  сан огундагы бирден  ݑ௜)  чекитин,  ܱᇱݖ
гана ݑ௜ чекитине тиешелеш коюучу механизм  катарында т\ш\нъб\з       
(6.4 – чийме). Жалпы учурда  ܴ௡ мейкиндигинде жайгашкан V 
областындагы ар бир М чекитинин  ݊  сандагы координаталары  
,ଵݔ) ,ଶݔ ,ଷݔ … ,    ௡)  десек, анда ݊  ъзгър\лмъл\\ функцияныݔ

ݑ = ƒ(ܯ) = ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … ,  ௡)  кър\н\ш\ндъ жаза алабыз. Булݔ
чагылтуу эреже – мыйзамы болгон  ݊ ъзгър\лмъл\\ функция,  V 
областын  R чыныгы сандарынын къпт\г\нъ тиешелеш коюучу къз 
карандылык байланышын орнотот. Кээде  жазылуу ыёгайына карап,  V 
областынын чекиттерин ݊ координаталуу   ݔ }=ݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ … ,   { ௡ݔ
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кър\н\штъ деп ойлоп,  ݊  ъзгър\лмъл\\ функцияны ݕ = ƒ(ݔ)  т\р\ндъ 
жаза беребиз.  ݊  =2  болсо  ݕ = ƒ(ݔ)  же   ݕ =ƒ(ݔଵ, ; (ଶݔ   ݊ = 3 болсо 
ݕ   = ƒ(ݔ) ) же  ݕ = ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ  \\ଷ)  ж.б.у.с. Ошентип канча ъзгър\лмълݔ
функция болсо да, аныкталуу областы (чагылуучу область) къп 
өлчөмд\\ болгону  менен, ъзгър\\ областы (чагылтылгандан кийинки 
элеси) бир өлчөмд\\  R мейкиндигиндеги сандар болушуп (߳ݕR ),  къп 
ченемд\\ мейкиндиктеги абалдарды  кадимки чыныгы сандарга 
салыштырып \йрън\\ч\ математикалык аппарат болуп эсептелишет.  

Функцияларды тъмъндъг\дъй ыкмаларда т\з\\гъ болот: 

  Аналитикалык ыкма. Бул 
ыкмада  X  жана Y  къпт\ктър\н\н 
арасындагы къз карандылык 
байланыштар, эреже – мыйзам 
катарында эсептелген формулалар 
аркылуу ишке ашырылат. 

Мисалы ݕ = ݑ   ,ݔ݊݅ݏ = ଷ(ݖݕ) + √௫
௬మି௫

  . 

  Кара съз ж\з\ндъг\ ыкма. 
Айрым учурларда функцияны формула 
менен бер\\гъ м\мк\н болбой, ага 
кошумча кара съз менен т\ш\нд\рмъ 

бер\\гъ туура келет. Айрыкча жаёы 
формулаларга съзс\з кара създ\\ баяндамалар 
жазылат. Мисалы  ݔ санына, анын б\т\н 
бъл\г\н тиешелеш коюучу къз карандылык 
байланышын формула менен жазып кърсътъ 
албайбыз. Ошондуктан ага  

ݕ  = = [ ݔ] Е(ݔ)  (“ݔ тин б\т\н бъл\г\” – деп 
окулат),  кър\н\ш\ндъг\ т\ш\нд\рмъ  кара 
създ\ коштоп жазабыз. Бул функциянын 

графиги тепкичт\\ кър\н\штъ болот (6.5 – чийме). 

  Графиктик ыкма. Эки къпт\ктърд\н арасындагы къз 
карандылык эреже – мыйзамдарын чийилген  графиктер аркылуу 
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орнотууга да болот. Мисалы адамдын ж\ръг\н иштъъ ыргагы 
кардиограмма сызыгы менен аныкталып, врач ошол сызыкка карап 
ж\ръкт\н абалын баалайт.  Иш ж\з\ндъ ж\ръкт\н иштъъ абалдарынын 
къпт\г\ менен, кардиограмма сызыгында кърсът\лгън ълчъм сандардын 
арасында тиешелештик же къз карандылык байланышын аныктоочу 
функция орнотулган болот. Ошондой эле экономикалык 
кърсътк\чтърд\н арасындагы къз карандылык байланыштарын 
(функцияны) графикте кърсът\\ ыёгайлуу. Мисалы ܦ – керектъълърд\н 
къпт\г\ менен,  Р  ънд\р\лгън товарлардын къпт\г\н\н арасындагы къз 
карандылык байланыштарын 6.6 – чиймедеги графикте кърсът\\ менен, 
товарлардын саны къбъйгън сайын, аны керектъъ азайарын дароо 
байкайбыз. 

  Таблицалык ыкма. Бул ыкма менен чект\\ сандагы 
элементтери бар къпт\ктърд\н арасындагы къз карандылык 
байланыштарын орноткон функцияларды бер\\ ыёгайлуу. Мындай 
учурда функцияны эч бир универсалдуу формулада, кара създъ, 

графикте бер\\ м\мк\нч\л\ктър\ болбой калат же ыёгайсыз болушу 
м\мк\н. Мисалы беш жылдык ичинде фермада ънд\р\лгън 
товарлардын т\рлър\н\н кълъмдър\н формула менен кърсът\\ м\мк\н 
эмес, же графикте кърсът\\ ыёгайсыз. Ошондуктан аны таблицада гана 
кърсътъ алабыз: 

       Бул таблицада   (жылдар) =  (товар) =  (с\т, эт)    кър\н\ш\ндъг\ 
эки ъзгър\лмъл\\ функция кърсът\лгън.  

  Айкын эмес кър\н\штъ жазуу ыкмасы. Функцияларды 
аналитикалык ыкмалар менен жазууда  ݔ,  ъзгър\лмълър\н бири – бири ݕ
менен айкын туюнтуу татаал болгон учурлар кездешет. Мисалы 
ଷݔ  ∙ ݕ݊݅ݏ = ݁௫௬ − 1 теёдештигинен  ݔ ти же  ݕ ти табуу, же бири – бири 
менен айкын туюнтуу кыйын. Мындай туюнтма кър\н\ш\ндъг\ эреже – 

          Жыл  

Товар 

2000 2001 2002 2003 2004 2005 

С\т(тонна) 57 56,8 56,9 62 63 74 

Эт(тонна) 20 15 18 21 22 23,8 
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мыйзамдары менен берилген эки ъзгър\лмълърд\н къз карандылыгын,  
,ݔ)ܨ (ݕ = 0  кър\н\ш\ндъ  жазып, айкын эмес кър\н\ш\ндъ берилген 
функция деп айтабыз.  Айкын берилген бир ъзгър\лмъл\\ функцияны 
да  ݕ = (ݔ)݂ (ݔ)݂  ⇔   − ݕ = 0  ⇔ ,ݔ)ܨ    (ݕ = 0 айкын эмес кър\н\штъ 
жазууга болот. Мисалы,  жогорудагы теёдештик менен берилген эки 
,ݔ    ъзгър\лмълър\н\н арасындагы къз карандылык байланышын ݕ

,ݔ)ܨ    (ݕ ≡ ଷݔ  ∙ ݕ݊݅ݏ − ݁௫௬ + 1 = 0, кър\н\ш\ндъг\ айкын эмес 
функция деп эсептейбиз. Ошондой эле айкын кър\н\штъ берилген бир 
ъзгър\лмъл\\  ݕ = ସݔ − 7  функциясын  да, ݔ)ܨ, (ݕ ≡ ݕ − ସݔ − 7 = 0 
кър\н\ш\ндъг\ айкын эмес формада жаза алабыз.  Ошентип эки 
ъзгър\лмъл\\ функцияны   ݔ)ܨ, ,ݕ (ݖ = 0,  \ч ъзгър\лмъл\\  функцияны 
,ݔ)ܨ ,ݕ ,ݖ (ݐ = 0, ж.б. у. с.   ݊  ъзгър\лмъл\\ функцияны  
,ݑ൫ܨ ,ଵݔ ,ଶݔ ,ଷݔ … , ௡൯ݔ = 0   кър\н\штър\ндъг\ айкын эмес функциялар 
катарында жазууга болот.  

  Параметрдик ыкма менен бер\\. Функцияны аналитикалык 
ыкмада бер\\н\н дагы бир кър\н\ш\ катарында, параметрдик жол 
менен берилген функцияларды айтууга болот. Бул учурда  ݕ =   (ݔ)݂
функциясындагы ъзгър\лмълърд\н ݔ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ  экъъс\ теё, \ч\нч\ 
бир башка ъзгър\лмъдън къз каранды болушат. Мисалы ܴଶ 
тегиздигинде кыймылдап бара жаткан (ݔ;  ݐ ,координаталуу чекит (ݕ
убактысынын ар бир ирмемимде ъзгър\п, ݐ убактысынан къз каранды 
ݔ = ,(ݐ)߮ ݕ = ∋ ݐ  ,(ݐ)߰ Т болот. Ошентип убакыттын кайсы бир Т 
аралыгында кыймылда болгон чекит координаталары менен гана 
м\нъздълбъстън, параметр (бул жерде убакыт) деп аталган ݐ  
ъзгър\лмъс\нъ да байланыштуу болот. Мында ݐ параметри Т 
аралыгында ъзгъргън кезде,   ݔ, ,ܺ   ъзгър\лмълър\ тиешел\\ т\рдъ ݕ ܻ  
къпт\ктър\н\н чегинен чыгып кетпейт деп эсептелет.  Мисалы,  

ଶݔ + ଶݕ = 16 айланасында жаткан ар бир (ݔ;   параметри  ݐ  ,чекити (ݕ

менен  ൜ݔ = 4 cos ݐ ,
ݕ = 4 sin ݐ

�    (0≤ ≥ ݐ  къз карандылык байланышында болот (ߨ2

жана ݐ кърсът\лгън аралыкта ъзгъргън учурда: ݔ ∈ ܺ = [−4, +4 ] , ݕ ∈
ܻ = [−4, +4 ]  къпт\ктър\н\н чегинен чыгып кетпейт. 

 Эскерт\\: Жогоруда функцияларды декарттык координаталар 
системасында т\з\\ ыкмалары каралды. Ал эми функцияны полярдык 
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же башка координаталар системасында т\з\\ талап кылынса, анда §1.3 , 
1 – бъл\ктъ кърсът\лгън байланыштар эске алынат.  

 Мисалдар  

1. ݕ = ݔ√݊݅ݏܿݎܽ − 1   функциясынын аныкталуу жана ъзгър\\ 
областын тапкыла. 

Чыгаруу: ►ݕ݊݅ݏ = ݔ√ − 1  болгондуктан,   |ݕ݊݅ݏ| ≤ 1 шартын 
ага теё болгон ห√ݔ − 1ห ≤ 1 барабарсыздыгы менен алмаштырабыз.  
Экинчи жактан, оё сандан гана квадраттык тамыр чыккандыктан,  

ݔ − 1 ≥ 0 болушу керек. Бул эки талапты бириктирсек:  ቄݔ − 1 ≤ 1,
ݔ − 1 ≥ 0

� 

болуп,   1 ≤ ݔ ≤ 2  келип чыгат. Ал эми  ݕ болсо ܻ = ]−∞ , +∞[  
аралыгындагы маанилерди кабыл алат. Демек берилген функциянын 
аныкталуу областы  Х =  [1 , 2],  ъзгър\\ областы   

ܻ = ]−∞ , +∞[  аралыктары болушат. ◄  

2. ▪ Турактуу температура кезинде, поршенд\\ идиште кысылган 
идеалдык газдын  Р басымы менен ܸ кълъм\н\н арасында Бойль – 
Мариоттун законуна ылайык,  Р ∙ ܸ = С −  къз карандылык ܽݐ݊ܽݐܿ݊݋ܿ
байланышы орун алат. Аны   

ܲ = ஼
௏
 = Р(ܸ)   жана   ܸ = ஼

௉
= ܸ(ܲ)    (6.1)  

кър\н\штър\ндъ жазып, басымдардын къпт\г\н  кълъмдърд\н 
къпт\г\нъ   жана тескерисинче эки тараптан теё ъз ара бир маанил\\ 
чагылтуучу  (6.1) эреже – мыйзамдарын алабыз. Басымдар менен 
кълъмдърд\н сандык чендери чагылтылып жаткандыктан, (6.1) ди 
оператор дебей, бир ъзгър\лмъл\\ функция деп атайбыз. ▪ 

3. ▪ Поршенде кысылган газдын массасынын температурасы   
турактуу эмес болгон учурда, анын кълъм\ ܸ менен Р басымынын, Т – 
абсалюттук температурасынын арасындагы байланыш Клапейрондун 
формуласы боюнча         Р ∙ ܸ = ܴТ   (ܴ = .ݐܿ݊݋ܿ ) кър\н\ш\ндъ 
жазылат. Эгерде  ܸ менен  Т  ны къз карандысыз чоёдуктар деп 
ойлосок, анда басымды   Р = ோТ

௏
= Р(ܸ, Т)  эки ъзгър\лмъл\\ функция 

деп т\ш\н\\гъ болот. ▪ 
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4. ▪ Кесилген конустун  ܸ кълъм\н, анын эки негиздеринин 
радиустары   R, ݎ  жана бийиктиги  Н ъзгър\лмълър\нън къз каранды 
деп, 

 ܸ = గ௛
ଷ

(ܴଶ + ݎܴ + ,ܴ)ܸ = (ଶݎ ,ݎ  ч ъзгър\лмъл\\ функция\ (ܪ
катарында кароого болот. ▪ 

5. ▪ Кайсы бир телонун  ܴଷ мейкиндигиндеги физикалык абалына 
байкоо ж\рг\з\п жатып, алардын бир чекиттен экинчи чекитке 
которулуп жатканда касиеттеринин ъзгър\лър\н байкайбыз (  Мисалы 

тыгыздыгы, температурасы, электр 
талаасынын потенциалы ж.б.у.с. ). 
Ошондуктан бул физикалык абалдарды ошол 
чекиттердин  ݔ, ,ݕ  координаталарына  ݖ
карата \ч ъзгър\лмъл\\ функция деп 
т\ш\н\\гъ болот. Кээде  физикалык абалдар 
търт\нч\ бир  t  убакыт чоёдугунан да къз 
каранды болгондуктан, жалпы учурда аларды    
,ݔ ,ݕ ,ݖ t   търт ъзгър\лмълърдън функция деп 
эсептъъгъ болот. ▪ 

ݖ .6 = ଶݔ +  \\ଶ  функциясынын аныкталуу жана ъзгърݕ
областтарын аныктап, 9 = ݖ деёгээл сызыгын кърсътк\лъ. 

Чыгаруу:  ► Каалагандай эле чыныгы сандарды квадратка 
кътър\п кошууга  болгондуктан, функциянын аныкталуу областы 
б\т\ндъй  ܴଶ тегиздиги болот. Ал эми ъзгър\\ областы  Z = [0, +∞[   
аралыгындагы чыныгы сандар болушат.   ݖ = 9   маанисине туура 
келген деёгээл сызыгы  9 = ଶݔ +  ,ଶ  теёдемеси менен берилгенݕ
радиусу   ݎ = 3, борбору Оz огунун ݖ = 9 чекитинде  жайгашкан айлана 
болот. Ал айлана   ݖ = ଶݔ +  ଶ   теёдемеси менен берилгенݕ
гиперболалык параболоиддин,  ݖ = 9  тегиздиги менен кесилиш\\с\нън 
келип чыгат (6.7 - чийме). ◄ 

ݑ .7 = ௭ାଵ
௫మି௬మ  \ч ъзгър\лмъл\\ функциянын аныкталуу областын 

тапкыла. 
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Чыгаруу:  ► Бълчъкт\н бъл\м\ндъг\ туюнтма  ݔଶ − ଶݕ ≠ 0 
болгондуктан, ݔ − ݕ  ≠ 0  жана  ݔ + ݕ  ≠ 0    шарттары коюлат. 
Бълчъкт\н алымындагы  ݖ ъзгър\лмъс\нъ эч кандай шарт 
коюлбагандыктан, аныкталуу областы болуп,  ܴଷ мейкиндигиндеги  
ݔ ≠ ݔ) \шартын канааттандырган бардык чекиттердин къпт\г ݕ ± =  ݕ±
т\з\ндъ жатпаган чекиттер) эсептелет.◄ 

8. Эгерде металл стержень ܶ = 0଴  температурада  ݈଴  узундугуна 
ээ болуп, аны  ܶ =  ,଴ градуска ысыткан кезде,  ݈  узундугуна ээ болсоߠ
анда стержендин узаруу процессин м\нъздъгън сандардын  {݈} къпт\г\ 
менен, [0଴,  ଴ ]  сегментиндеги температураны м\нъздъгън сандардынߠ
арасындагы ъз ара бир маанил\\ къз карандылык байланышын     

݈ = ݈଴(1 + (ߠߚ =  бир ъзгър\лмъл\\ функция катарында (ߠ)݈
кърсът\\гъ болот. 

9. /ч бурчтуктун бир чокусунан чыккан ܽ жана  ܾ жактары 
турактуу болуп, алардын арасындагы  ߮ бурчу ъзгър\лмъ м\нъзгъ ээ 
болсо, анда \ч бурчтуктун \ч\нч\ c  жагы, ߮ ъзгър\лмъс\нън къз 
каранды же функция болот. Чынында эле косинустар теоремасы боюнча   

ܿଶ = ܽଶ + ܾଶ − 2ܾܽ ∙  болгондуктан, аралыкты оё деп ߮ݏ݋ܿ

c = ඥܽଶ + ܾଶ − 2ܾܽ ∙  с (߮) – бир ъзгър\лмъл\\ функциясына ээ = ߮ݏ݋ܿ
болобуз. 

Ошентип, жогоруда 
каралган мисалдарда 
кър\нгъндъй, сандык 
къпт\ктърд\н арасындагы къз 
карандылык байланыштарын 
\йрън\\, практикалык 
муктаждыктардан же зарылчылыктардан улам келип чыгат. Ошондой 
эле, къз карандылык байланышында болгон ъзгър\лмълърд\н 
биринчиси эркин къз каранды эмес чоёдуктар (сандар), экинчиси  къз 
каранды чоёдуктар (сандар) болорун байкайбыз. 

 6.1.3   Функцияларды ъзгъчъл\ктър\нъ жараша бъл\шт\р\\ 
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1. Чектелген функциялар. Функциялардын баары эле 
къпт\ктърд\ бири – бирине чагылтуу аркылуу байланыштыруу 
милдетин аткарышып, чъйръ кубулуштарын сандарга салыштырып 
таануу м\мк\нч\л\г\н т\згън математикалык модел – каражаттары 
болушкандыктан, кубулуштар сыяктуу эле алардын да жеке ъздър\нъ 
гана тиешел\\ ъзгъчъл\ктър\ болот. 

6.1. Аныктама.  Кандайдыр бир чект\\  ݉,  сандары табылып, X ܯ
къпт\г\н\н бардык  ݔ∀)  ݔ ∈ ܺ)  чекиттеринде (сандарында)  ݕ =   (ݔ)݂
функциясынын ݕ маанилери \ч\н (ݕ ∈Y),   ݉ ≤ ≥  ݕ   же  ܯ

 ݉ ≤  ƒ(ݔ) ≤  шарты аткарылса, анда ƒ(x) функциясын  X  ܯ
къпт\г\ндъ чектелген функция деп айтабыз. ݉ саны функциянын накта 

тъмънк\ чеги,  ܯ саны 
функциянын накта жогорку чеги 
деп аталышып, тиешел\\ т\рдъ  
݉ = ݂݅݊   ,{(ݔ)݂} 

ܯ =  символдору   {(ݔ)݂}݌ݑݏ
менен белгиленишет. Эгерде  
݉,  сандарынын биръъс\ эле ܯ
табылбаса, анда функцияны 

чектелбеген деп айтабыз. 

       Чектелген къпт\ктърд\н 
бир канча, кээде чексиз къп 
тъмънк\ жана жогорку чектери 
боло бергендиктен, “накта” 
cъз\н кошуп айтууга туура 
келет. Мисалы  

  Y = ∶ ݕ } ∋ ݕ  ܴ, 0 ≤ ≥ ݕ  9 }  
къпт\г\н\н тъмънк\ жана 

жогорку чектери чексиз къп, тъмънк\ чектери деп бардык терс 
сандарды  ݉௜ = {0, −1, −2, −3, −4, … }, ал эми жогорку чектери деп 9 
дан чоё болгон бардык оё сандарды  ܯ௜ = {9, 10, 11, 12, … }  ала 
бер\\гъ болот. Анткени  ݕ  саны 9 дан кичине  же барабар болгон оё 
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сандар болушат (6.8 - чийме). Мисалдан кър\нгъндъй, бардык чексиз 
къп тъмънк\ чектердин эё чоёу накта тъмънк\, ал эми бардык чексиз 
къп жогорку чектердин эё кичинеси накта жогорку чектер болушуп,  

{ݕ} ݂݊݅  = {௜݉}ݔܽ݉  = 0 , sup{y} = min {ܯ௜} = 9 

  (݅ = 1, 2, 3, … )  кър\н\штър\ндъ жазылышат.  

           Чектелген функцияга мисал катары  ݕ = sin  функциясын  ݔ
алалы. Чынында эле  ∀ݔ ∈ R:  |sin |ݔ ≤ 1 болгондуктан,  - 1  sin ݔ ≤ 1 
келип чыгып ݉ = ܯ  ,1− = 1 сандары табылгандыктан, жогорудагы 6.1 
– аныктамасы аткарылат (6.9 - чийме). Экинчи б мисал катары  "ݔ санын 
бълчък бъл\г\” – деп аталган ݕ = ݔ − [ݔ]  \функциясын кърсътъл { ݔ } =
(Мында [ݔ] −  тин б\т\н бъл\г\” ).  Кандай гана сан болбосун, анын ݔ"
бълчък бъл\г\  1  санынан ашып кетпеген оё сан болгондуктан,  

 0 ≤ { ݔ } ≤ 1 ⇨ ݉ = ܯ ,0 = 1 сандары табылып, берилген функция 
чектелген болот (6.10 – чийме). Ал эми 6.3 – чиймеде кърсът\лгън  
ݖ = ඥ1 − ଶݔ −  ,ଶ  эки ъзгър\лмъл\\ функциясыݕ

 D = { (ݔ, (ݕ ∶ ଶݔ  + ଶݕ ≤ 1, ,ݔ) (ݕ  ∈  ܴଶ } 
областында  ݉ = 0,  М = 1 сандарынын 
арасында ъзгъргън, чектелген функция 
болот (0 ≤ ݖ ≤ 1). 

      Эки жагынан теё чектелбеген же бир 
жагынан эле чектелбеген функциялар, 
чектелбеген деп аталышат. Мисалы 6.1 – 
чиймеде кърсът\лгън ݕ = ଶݔ + 1  
функциясы,   ݉ = 1  накта тъмънк\ 
чегине ээ болуп, тъмън жагынан 
чектелгенине карабастан, ݔ ∈ ܺ ≡ ܴ  аныкталуу областында жогору 
жагынан чектелген эмес   же ݕ ∈ [1 , +∞[.  Ошондой эле, 6.7 – чиймеде 
кърсът\лгън   ݖ = ଶݔ + ;ݔ)   ,ଶݕ (ݕ  ∈ ܴଶ,  ݖ ∈ [0 , +∞[  эки ъзгър\лмъл\\ 
функциясы  ݉ = 0 накта тъмънк\ чегине ээ болуп, жогору жагынан 
чектелген эмес. Ал эми эки жагынан теё чектелбеген функцияларга  
ݕ = log௔ ܽ)   ݔ > 0, ܽ ≠ ݔ   ,1 ∈ ]0 , ݕ  , ]∞+ ∈ ]−∞ , +∞[  )  бир 
ъзгър\лмъл\\ функциясын (6.11 - чийме),  
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ݑ  = ଷݔ + ଷݕ + ;ݔ)  ,ଷݖ ;ݕ  (ݖ  ∈ ܴଷ, ݑ ∈ ܴ = ]−∞ , +∞[   \ч ъзгър\лмъл\\ 
функциясын мисал келтир\\гъ болот. 

2. Монотондуу ъзгър\\ч\ функциялар.  

6.2. Аныктама. ݕ = ݔ) функциясы (ݔ)݂ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ) берилип, X 
къпт\г\ндъг\ аргументтердин кичине 
маанилерине функциянын Y къпт\г\ндъг\ 
кичине (чоё) маанилери же болбосо, 
аргументтердин чоё маанилерине 
функциянын  чоё (кичине) маанилери 
туура келсе, анда функцияны  X  
къпт\г\ндъ монотондуу ъс\\ч\ (кем\\ч\)  
деп айтабыз. 

Монотондуу кыргызча ырааттуу 
деген маанини т\ш\нд\р\п, монотондуу 

ъс\\ч\ (кем\\ч\) жана шыдыр монотондуу ъс\\ч\ (кем\\ч\) деген эки 
т\рлъргъ бъл\нът. Аларды символдор аркылуу кърсътъл\: 

,ଵݔ ∀  .(1 ଶݔ ∈ ଵݔ  :ܺ < ଶݔ ⇨ ൜
(ଵݔ)݂ ≤ ,ߛчߛߛжай монотондуу ѳс (ଶݔ)݂

(ଵݔ)݂ ≥ .ߛчߛߛжай монотондуу кем (ଶݔ)݂
�    (6.2)      

 Демек бул учурда аргументтер барабар эмес болгонуна карабай, 
функциялардын айрым чекиттердеги 
(аргументтердеги) маанилери теё болуп 
калышы м\мк\н. 

,ଵݔ ∀  .(2 ଶݔ ∈ ଵݔ  :ܺ < ଶݔ ⇨     

⇨ ൜ (1ݔ)݂ < ,ߛчߛߛшыдыр  ѳс (2ݔ)݂
(1ݔ)݂ > .ߛчߛߛшыдыр  кем (2ݔ)݂

�  (6.3) 

Шыдыр монотондуулукта аргументтер 
барабар эмес болгон учурда, 
функциялардын маанилери да эч качан 
теё болбойт. 

Аргументтердин   ݔଵ,   ଶ маанилерине тиешелеш болгон функциянынݔ 

ଵݕ  = ଶݕ   ,(ଵݔ)݂ =  \маанилерине карап, жай монотондуу ъс\\ч (ଶݔ)݂
(6.12 ܽ.-  чийме) жана шыдыр монотондуу ъс\\ч\ (6.12 б. – чийме ) бир 
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ъзгър\лмъл\\ функцияларды графикте кърсътъб\з. Ошондой эле жай 
монотондуу кем\\ч\ (6.13 ܽ. −чийме), шыдыр монотондуу кем\\ч\ 
(6.13б. – чийме) функциялар графикте с\ръттъл\шкън. Ал эми 

тепкичт\\ ݕ =  тин б\т\н ݔ “– [ݔ]
бъл\г\” 

(кээде   ݕ =  (деп да белгилешет (ݔ)ܧ
функциясы ырааттуу ъспъй секирик 
м\нъз\нъ ээ болгондуктан, жалпы Х 
аралыгында монотондуу ъс\\ч\ деп айта 
албайбыз (6.5 – чийме). 

ݔ ∀         ∈X  чекиттеринде функция 
турактуу бир гана  ݕ = ƒ(ݔ) = ܽ   

маанисине ээ болсо, анда аны  X  
къпт\г\ндъ  ݕ = ܽ  - constanta  “ турактуу 
сан “ деп эсептейбиз. 

3. Жуп жана так функциялар.  

 6.3 Аныктама.  ݕ =  (ݔ)݂
функциясы (ݔ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ) берилип, X 
къпт\г\н\н бардык  ݔ  элементтери \ч\н 
ƒ(−ݔ)  = ƒ(ݔ)  шарты аткарылса, анда  X  

къпт\г\ндъ  ƒ(ݔ)  функциясын жуп 
функция, ал эми  

 ƒ(−ݔ) = ƒ(ݔ)  болсо, так функция 
болот дейбиз. Эгерде бул шарттардын 
экъъс\ теё аткарылбаса, анда   ƒ(ݔ)  ти  
жуп да, так да эмес функция деп 
айтабыз.  

 Бир ъзгър\лмъл\\  ݕ = ƒ(ݔ)  
функциясы жуп болсо, анда анын 
декарттык координаталар 
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системасындагы графиги Оݕ огуна карата симметриялуу жайгашат. 
Анткени аргументтердин  ݔ  жана "–  сыяктуу эки башка "ݔ
маанилерине, функциянын бир эле  

ݕ = ƒ(−ݔ)  =  ƒ(ݔ)  мааниси туура келип,  (−ݔ; ƒ(−ݔ)),  (ݔ;   ƒ(ݔ)) 
чекиттери Оݕ огуна карата симметриялуу жайгашышкан (6.14 – чийме).  
Ал эми так функциянын графиги О башталма чекитине карата 
симметриялуу жайгашат, анткени  ݔ  жана "–  эки башка "ݔ
аргументтерге,  ƒ(ݔ)  жана  −݂(ݔ)  деген функциянын эки башка 
маанилери туура келип,  (−ݔ; −ƒ(ݔ)),  (ݔ;   ƒ(ݔ))  чекиттери О  
координата башталмасына карата симметриялуу жайгашкан болушат 
(6.15 – чийме). Ошентип жуп жана так бир ъзгър\лмъл\\ функциялар, 
Оݔ огундагы О башталмасына карата ъз ара симметриялуу 
жайланышкан  ݔ  жана " −  аргументтерине тиешелеш коюлган "ݔ
функциянын маанилерин салыштыруу менен аныкталат. 

 Эки ъзгър\лмъл\\   ݖ = ƒ(ݔ,  (ݕ
функциясынын аргументтери  ܴଶ 
мейкиндигин т\згън Оݕݔ тегиздигинде 
жайгашкан областтарга таандык 
чекиттер болгондуктан, ушул тегиздикте 
О координаталар башталмасына карата 
симметриялуу жайланышкан  (−ݔ;  (ݕ−
жана  (ݔ;  чекиттериндеги  (ݕ
функциянын маанилерин салыштырып, 
жуп же так функциялар т\ш\н\г\н 
кеёейт\\гъ болот. Ошондой эле, 
ъзгър\лмълърд\н биръъс\нъ карата гана 

жуп же так болгон функциялар кездешет. Мисалы,  ݖ = ଶݔ +  эки  ݕ 
ъзгър\лмъл\\ функциясы ݔ ке карата жуп болгону менен,  ݕ ке карата 
жуптук талап аткарылбайт. Ал жуп да эмес жана так да эмес функция 
болот.     Жалпы учурда X, Y областтарынын (X⊆ ܴ௡ , Y⊆ ܴ) 
арасындагы къз карандылык байланышын орнотуучу  ݊ ъзгър\лмъл\\  
ݕ = ƒ(ݔ)  функциясында,  аргумент ݔ = ;ଵݔ} ;ଶݔ … ;   { ௡ݔ
координаталарына ээ болот. Ошондуктан къп ъзгър\лмъл\\ жуп жана 
так функциялар,  Оݔଵݔଶ … ݊     ݕ ௡ݔ + 1 −өлчөмд\\ декарттык 
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координаталар системасынын ݊ өлчөмд\\ Оݔଵݔଶ …   ௡ݔ
мейкиндикчесинде жайгашышкан,  О башталмасына карата 
симметриялуу (ݔଵ; ;ଶݔ … ; ;ଵݔ−)  ௡ ) жанаݔ ;ଶݔ− … ;  ௡ ) чекиттериндегиݔ−
функциянын ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … , ,ଵݔ−)௡ )  жана ƒݔ ,ଶݔ− … ,  ௡ ) маанилеринݔ−
салыштыруу менен аныкталат. Ошондой эле къп ъзгър\лмъл\\ 
функцияларда, айрым бир ݔ௜ ъзгър\лмълър\нъ карата гана (݅ =
1, 2, 3, … , ݊) жуп же так болгон функцияларды жолуктурууга болот. 

 Ошентип, къп ъзгър\лмъл\\ функциялардын жуптугу же тактыгы 
жън\ндъ съз кылуу абстрактуу м\нъзгъ ээ болгондуктан, къб\нчъ 
аларды атайын изилдъъ иштеринде коюлган талаптарга жараша гана 
тактайбыз. 

4. Мезгилд\\ функциялар. 

         6.4 Аныктама.  ݕ = ݔ) функциясы (ݔ)݂ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ) берилип, X 
къпт\г\ндъг\ бардык  ݔ  элементтери(сандары) \ч\н кандайдыр бир Т 
саны табылып ( Т≠ ݔ  жана ݔ  ,(0 + Т эки башка аргументтерине 
функциянын бир эле ƒ(ݔ) =ƒ(ݔ + Т)  мааниси туура келсе, анда ݂(ݔ)  
функциясын X  къпт\г\ндъ мезгилд\\ функция деп айтабыз. Т саны 
функциянын мезгили деп аталат. 

       Т  мезгилине ээ болгон функция,  ݔ жана  ݔ + Т  чекиттеринде 
барабар мааниге ээ болуп, ар бир  Т  аралыгынан соё кайталануучу 
болорун байкайбыз. Мисалы, жогоруда каралган  ݕ = ݔ −  −  { ݔ }= [ݔ]
 ,санынын бълчък бъл\г\”  функциясы \ч\н Т = 1 саны табылып ݔ “
ݔ ∀ ∈ ܴ \ч\н  ݔ жана  ݔ + 1 сандарынын бълчък бъл\ктър\  

{ ݔ }  = ݔ } + 1} барабар болушат. Чынында эле сандын бълчък бъл\г\ 1 
ден ашып кетпеген оё сан болуп, улам 1 б\т\н санына жеткенде бълчък 
бъл\г\ нългъ айланып, Т = 1 мезгилд\\ кайталанма функция болот (6.10 
– чийме).  ݔ = 5,7 десек, анда  {ݔ } = ݔ }   ⇨  { 5,7} + Т} = { 5,7 + 1} = 

= { 6,7 } = 0,7 болуп,  5,7 жана 6,7  сандарынын бълчък бъл\ктър\н\н 
теё экендигине к\бъ болобуз. Ошондой эле   ݕ = sin  ݔ
тригонометриялык функциясы Т = 2ߨ мезгилине ээ функция болуп,  

 sin ݔ = sin( ݔ +  ߨтеёдештиги орун алгандыктан, графиги Т = 2 (ߨ2
аралыгынан соё кайталанып турганын 6.9 – чиймеден къръб\з.  
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           Къп ъзгър\лмъл\\ функцияларда мезгилд\\л\к т\ш\н\г\ ар бир 
ъзгър\лмълър боюнча  табылган Т  санына жараша ъз – ъз\нчъ, же 
бардык ъзгър\лмълъргъ жарамдуу табылган  Т санына карата бардык 
ъзгър\лмълъргъ бир учурда жайылтылышы м\мк\н. Мисалы эки 
ъзгър\лмъл\\  ݖ = cos ݔ +  ߨъзгър\лмъс\ боюнча Т = 2 ݔ функциясы  ݕ 
мезгилине ээ болгону менен, ݕ ъзгър\лмъс\ боюнча мезгилсиз функция 
болуп, жалпы учурда мезгилсиз функция деп эсептелет. Ал эми 

= ݖ  sin ݔ + cos  ъзгър\лмълър\н\н ݕ ,ݔ  эки ъзгър\лмъл\\ функциясы  ݕ
экъъс\ боюнча теё  Т = 2ߨ  мезгилд\\ функция болот. 

            ݊ ъзгър\лмъл\\  ݕ = ݔ  функциясында (ݔ)݂ ∈ ܺ ⊆ ܴ௡ , ݕ ∈Y⊆R 
болгондуктан, аргумент   ݔ = ;ଵݔ} ;ଶݔ … ;  ௡ }  координаталары мененݔ
берилет. Ошондуктан кандайдыр бир Т  саны табылып, ݊  өлчөмд\\ 
мейкиндикте жайгашкан  ݔ  чекити ݔ + Т чекитине кыймылдап 
жеткенде, анын координаталары ݔ + Т = ଵݔ} + Т; ଶݔ + Т; … ; + ௡ݔ Т} 
көрүнүшүндө болуп,  

 ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … , ଵݔ)௡ )  = ƒݔ + Т, ଶݔ + Т, … , + ௡ݔ Т)  барабардыгы орун алса 
гана, берилген функцияны 6.4 – аныктамасынын маанисиндеги Т  
мезгилд\\ функция деп айта алабыз. Бул учурда функция бардык Оݔ௜ 
багыттары боюнча (݅ = 1, 2, … , ݊ ) Т аралыгынан кийин кайра кайталана 
берет. Бирок функциялар с\ръттъгън кубулуштарына жараша айрым 
багыттар боюнча ар башка аралыктарда кайталанып, калган багыттарда 
кайталанбай калышы да м\мк\н, бул учурда  ݔ чекитинин ݔ + Т 
чекитине которулуусун Оሬሬ⃗ ݔ ;ଵݔ} = ;ଶݔ … ; ௡ }  векторуна ОТሬሬሬሬሬ⃗ݔ  = 
;ଵݐ} ;ଶݐ … ;   ௡ }  векторун кошуу менен ж\рг\з\лд\ деп т\ш\н\п, айрымݐ
௜ݐ = 0  (݅ = 1, 2, … , ݊) болушу да м\мк\н деп эсептеп, кайталануу 
процессин   

ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … , ( ௡ݔ = ƒ(ݔଵ + ,ଵݐ ଶݔ + ,ଶݐ … , + ௡ݔ  ௡ ) теёдештиги мененݐ
кърсътъб\з. Ошентип къп ъзгър\лмъл\\ функциялардагы мезгилд\\л\к 
маселеси айрым бир ъзгър\лмълъргъ жана бардык ъзгър\лмълъргъ 
карата бъл\н\п т\ш\нд\р\лгънд\ктън, абстрактуу м\нъзгъ ээ болуп, 
практикалык изилдъълърдъг\ зарылдыкка жараша гана эске алынат. 

        Эскерт\\:  Эгерде  Т  саны функциянын мезгили болсо, анда  
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 Т , 2Т , 3Т ,  . . . , ݊Т , . . . сандарынын ар бирин мезгил деп алууга 
болот. 

Анткени  ƒ(ݔ) =ƒ(ݔ + 2Т) =  ƒ (ݔ + Т + Т) =  ƒ(ݔ + Т)  ж.б.у.с. Ошондой 
эле каалагандай функцияны Т=0  нъл мезгилд\\ функция деп эсептъъгъ 
болот. 

5. Функциянын асимптоталары жана жанымалары.  

           Функциянын асимптоталары менен жанымалары т\з сызыктар 
болгондуктан, алар т\зд\н теёдемелери менен берилишет. 

          6.5 Аныктама.  ݕ =  ,функциясынын асимптота сызыгы деп (ݔ)݂
анын графиги менен кесилишпей, бирок ага чексиз жакындап жандап 
кеткен т\з сызыкты айтабыз жана пределдик абалда функциянын 
графиги асимптота т\з\ менен дал келет деп элестетебиз. 

         Асимптоталар вертикалдык , горизонталдык жана жантык деп 
бъл\н\шът. Оݕ огуна параллель жайгашкан асимптоталарды 
вертикалдык деп, Оݔ огуна параллель жайгашса горизонталдык деп 
калгандарын жантык асимптоталар дейбиз. Мисалы 6.23, 6.24 а. – 
чиймелерде ݕ = ݔ  огу же ݕఈ   функциясына Оݔ = 0  т\з\ вертикалдык, 
Оݔ огу же ݔ = 0 т\з\ горизонталдык асимптоталар болушкан учурлар 
с\ръттългън. Функциянын асимптоталарын табуунун тъмъндъг\дъй 
тартибин т\зъб\з: 

     1) lim
௫→ஶ

(ݔ)݂ = ܾ чект\\ предели жашаса, анда  ݕ = ܾ берилген 

функциянын горизонталдык асимптотасы болот. Ал эми lim
௫→ஶ

(ݔ)݂ = ∞ 

болсо, анда горизонталдык асимптотасы жок болуп, кошумча кийинки 
кадамдагы изилдъъгъ ътъб\з. 

     Эгерде  ݕ = ݔ݇ + ܾ т\з\ ݕ =  функциясынын жантык (ݔ)݂
асимптотасы болсо, анда  ݔ → ∞ умтулганда алар бири – бирине чексиз 
жандаша жакындашып, чексизге жеткенде дал келишет же айырмасы 
lim
௫→ஶ

(ݔ)݂] − ݔ݇) + ܾ)] = 0 пределине ээ болот деп ойлойбуз. 

Ошондуктан чексиз алыстатылган ݔ чекиттеринде  
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(ݔ)݂  − ݔ݇) + ܾ) ≈ α(ݔ) − чексиз кичине чоёдук болот. Мындан 
݇ ≈ ௙(௫)

௫
− ௕

௫
− ஑(௫)

௫
  же  ݇ = lim

௫→ஶ
ቂ௙(௫)

௫
− ௕

௫
− ஑(௫)

௫
ቃ = lim

௫→ஶ

௙(௫)
௫

− 0 − 0 =  

= lim
௫→ஶ

௙(௫)
௫

    ⇨   ݇ = lim
௫→ஶ

௙(௫)
௫

 ,  ошондой эле  ܾ ≈ (ݔ)݂ − ݔ݇ − α(ݔ)   же   

ܾ = lim
௫→ஶ

(ݔ)݂] − ݔ݇ − α(ݔ)  ] = lim
௫→ஶ

(ݔ)݂) − (ݔ݇ − 0 = lim
௫→ஶ

(ݔ)݂) −   (ݔ݇

коэффициенттерин табууга болот. 

     2) lim
௫→ஶ

௙(௫)
௫

= ݇  предели жашаса жантык асимптотасы бар, ал эми 

предели жашабаса жантык асимптотасы жок болуп, кийинки кадамдагы 
изилдъън\ улантабыз. 

     3) lim
௫→ஶ

(ݔ)݂) − ( ݔ݇ = ܾ  чект\\ предели жашаса, анда жантык 

асимптотасы бар болуп, ݕ = ݔ݇ + ܾ теёдемеси менен жазылат. Эгерде 
чект\\ предели жашабаса, анда асимптотасы жок функция болот. ݇ = 0 
болгон учурда жантык асимптота горизонталдык асимптотага айланат. 

     4)  lim
௫→௔

(ݔ)݂  = ±∞ болсо, анда ݔ = ܽ т\з\ вертикалдык асимптота 

болот. 

     Мисалы ݕ = ௫యି଺௫మାଷ
ଶ௫మାହ

  функциясынын графигинин асимптоталарын 
издейли.► 

1) lim
௫→ஶ

௫యି଺௫మାଷ
ଶ௫మାହ

= lim
௫→ஶ

௫య(ଵିల
ೣ ା య

ೣయ)

௫మ(ଶ ା ఱ
ೣమ)

= ஶ∙(ଵି଴ି଴)
ଶା଴

= ∞. 

2)   lim
௫→ஶ

௙(௫)
௫

= lim
௫→ஶ

௫యି଺௫మାଷ
௫∙(ଶ௫మାହ)

= lim
௫→ஶ

௫య∙(ଵିల
ೣ ା య

ೣయ)

௫య∙(ଶ ା ఱ
ೣమ)

= ଵ
ଶ

= ݇ чект\\ предели 

табылды. 

3) lim
௫→ஶ

(ݔ)݂) − ( ݔ݇ = lim
௫→ஶ

ቄ௫యି଺௫మାଷ
ଶ௫మାହ

− ଵ
ଶ

∙ ቅݔ = lim
௫→ஶ

ିଵଶ௫మିହ௫ା଺
ସ௫మାଵ଴

= 

= lim
௫→ஶ

௫మ∙(ିଵଶିఱ
ೣା ೣ

ೣమ)

௫మ∙(ସାభబ
ೣమ)

= ିଵଶ
ସ

= −3 = ܾ болуп, функция ݕ = ଵ
ଶ
ݔ  − 3 

теёдемеси менен берилген асимптота т\з\нъ ээ болот.◄ 

     6.6 Аныктама.  ݕ =  функциясынын графигинде жайгашкан (ݔ)݂
М଴(ݔ଴; ଴ݕ ଴) чекитинен (мындаݕ =ƒ(ݔ଴) ) ж\рг\з\лгън жаныма т\з 
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сызыгы деп, бул чекиттин ъз\ндъ жана анын жакынкы чеке белинде, 
берилген функциянын графигин кесип ътпъгън, б.а. анын графиги менен 

кесилишпесе да бир гана жалпы М଴(ݔ଴;  (଴ݕ
чекитине ээ болгон т\з сызыкты айтабыз. 

     Мектеп программасынан белгил\\ 
болгондой  ݕ =  функциясынын (ݔ)݂
графигинде жайгашкан  М଴(ݔ଴;  (଴ݕ
чекитинен ж\рг\з\лгън жаныма т\зд\н 
теёдемеси  

ݕ  ଴ݕ − = ݂ᇱ(ݔ଴) ∙ ݔ) −  ଴) кър\н\ш\ндъݔ
жазылат. Ошентип функциянын графиги 
менен кесилишпей, аны менен бир гана 

жалпы чекитке ээ т\здърд\н баары функцияга жаныма т\з болуп 
эсептелет. Айрым жаныма т\здър, жаныма ж\рг\з\л\\ч\ чекиттин 
жакынкы чеке белинде гана функциянын графиги менен кесилишпей, 
анын сыртында кесилише бер\\с\  м\мк\н (6.16 – чийме).          

       6.1.4 Тескери функциянын жашоо шарттары 

      Функциялар сан къпт\ктър\н бири – бирине чагылтуучу эреже – 
мыйзамдар болгондуктан, ъз ара бир маанил\\ чагылтууну ишке 
ашырганда гана тескериси жашайт (6.1.1 ди кара). Ошентип  X 
къпт\г\ндъ   ݕ =  функциясы берилип,  Y ъзгър\\ областы болсо (ݔ)݂
ݔ) ∈ ܺ ⊆ ܴ, ݕ ∈ ܻ⊆R), анда анын тескери функциясын табуу \ч\н:  

1. ƒ – “эреже – мыйзамы”  X  къпт\г\н\н ар бир ݔ элементинин 
жалгыз ъз\нъ гана туура келген,  Y къпт\г\нън бирден гана  ݕ  

элементин тиешелеш коюусу керек, б.а. ар 
башка  ݔ  аргументтерине, функциянын ар 
башка  ݕ  маанилери туура келиши керек 
(ъз ара бир маанил\\л\к шарты). 
ݕ  .2    =  теёдештиги теёдеме (ݔ)݂
катарында каралып, ݔ ъзгър\лмъс\нъ 
карата бир маанил\\  ݔ = ƒିଵ(ݕ)  
чечимине ээ болушу керек. 

       Табылган  ݔ = ƒିଵ(ݕ)  чечимин 
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тескери функция деп алсак, анын графиги   ݕ =  оё функциясынын  (ݔ)݂
графиги менен дал келип, иш ж\з\ндъ оё жана тескери функциялар бир 
эле графикте с\ръттъл\шът.  Бирок тескери ݔ = ƒିଵ(ݕ) функциясында  
 \ъзгър\лмъс\ къз каранды эмес чоёдук же аргумент,  Y къпт\г ݕ
аныкталуу областы, ал эми  ݔ  къз каранды чоёдук же функциянын 
мааниси, X  ъзгър\\ областы болуп эсептелет, б.а. Оݔ  жана  Оݕ октору 
ъз кызматтык милдеттерин алмаштырышат, б.а. Оݔ  огуна функциянын 
маанилери, ал эми  Оݕ  огуна аргументтердин маанилери жайгашышат.  

        Биз функцияны аныктоодо  X  къпт\г\н аныкталуу областы, Оݔ  
огун аргументтердин огу, ал эми  Y  къпт\г\н ъзгър\\ областы,  Оݕ  
огун функциянын маанилеринин огу деп кън\п калгандыктан, кънгън 
адатты бузбоо \ч\н: 

       ૜.  ݔ = ƒିଵ(ݕ) тескери функциясында  ݔ  менен   ݕ ъзгър\лмълър\н 
орундарын алмаштырып, тескери функцияны  ݕ = ƒିଵ(ݔ) кър\н\ш\ндъ 
жазуу эрежесин кабыл алабыз. 

       Ал эрежеге ылайык ݕ = ƒିଵ(ݔ)  тескери 
функциясында, берилген ݕ =  (ݔ)݂
функциясынын аныкталуу областы менен 
ъзгър\\ областтары жана Оݔ менен  Оݕ  
октору орундарын алмаштырылып жазылат. 
Бул учурда, берилген Оݕݔ  декарттык 
координаталар системасындагы  ݕ =  ݔ
т\з\ндъг\ чекиттер гана орундарында калып, 
калган чекиттер ушул  ݕ =  жана ݔт\з\нъ  (О ݔ
Оݕ окторунун арасындагы бурчту теё экиге 

бъл\\ч\ биссектриса сызыгына) карата симметриялуу которулушат. Иш 
ж\з\ндъ Оݕݔ координаталар системасынан башка, ага  ݕ =  т\з\нъ ݔ
карата симметриялуу болгон жаңы Оݔݕ декарттык координаталар 
системасына ътъб\з. Бирок оё жана тескери функцияларды бир эле 
координаталар системасында карап, салыштыруу ыёгайлуу 
болгондуктан, ݕ =  функциясынын графиги тургузулган (ݔ)݂
координаталар системасында,  ݔ менен ݕ тин орундары алмаштырып 
жазылган ݕ = ƒିଵ(ݔ) тескери  функциясынын графигин тургузабыз. 
Натыйжада, ݕ =  биссектрисасына карата ъз ара симметриялуу  ݔ
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жайгашышкан оё жана тескери функциялардын графиктерин, бир эле 
декарттык координаталар системасында кърсъткън болобуз (6.17 – 
чийме).  

         Мисалы ݕ = ݔ3 + 4  функциясына тескери болгон функцияны 
табайлы. Анын аныкталуу областы X = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ,  ъзгър\\ 
областы  Y = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ  бардык чыныгы сандардын къпт\ктър\ 
болушуп, ар бир  ݔ  тин ъз\нъ жалгыз гана бир  ݕ тиешелеш 
болгондуктан, ъз ара бир маанил\\ функция болот. Берилген 
теёдештикти теёдеме катарында чыгарсак,  ݔ = ௬ିସ

ଷ
  тескери функциясы 

келип чыгып, анын графиги берилген ݕ = ݔ3 + 4 оё функциянын 
графиги менен дал келет. Бирок тескери функцияны жазуунун кабыл 
алынган эрежесин сактасак, б.а.  ݔ менен ݕ ъзгър\лмълър\н орундарын 

алмаштырып, тескери функцияны  

ݕ  = ƒିଵ(ݔ) = ௫ିସ
ଷ

     кър\н\ш\ндъ жазсак, анда 
анын графиги менен, берилген ݕ = ݔ3 + 4 оё 
функциянын графиктери,  ݕ =  т\з\нъ  ݔ
(биссектрисасына) карата ъз ара симметриялуу 
жайгашышат (6.18 – чийме). 

      Къп ъзгър\лмъл\\   ݕ =   функциясында (ݔ)݂
ݔ ∈ ܺ ⊆ ܴ௡ , ݕ ∈Y⊆R болсо, анда ݊ өлчөмд\\ 
мейкиндиктеги бир чекитти элестеткен 
аргумент  

ݔ = ;ଵݔ} ;ଶݔ … ;  ௡ }  координаталары жеݔ
ъзгър\лмълър\ менен берилгендиктен, ъз ара 

бир маанил\\л\кт\   ݔ = ൞

ଵݔ
ଶݔ
…

 ௡ݔ

ൢ   
ƒ

  ,же  ݕ  ↔

݊ сандагы  ݔ௜  ъзгър\лмълър\н\н (݅ = 1, 2, … , ݊) 
жазылган кър\н\штъг\ бир тобу менен 
аныкталган  ݔ  чекитинин жеке ъз\нъ гана 

тиешелеш коюлуучу, бирден гана  ݕ саны табылат жана тескерисинче, 
бир  ݕ санынын жеке ъз\нъ гана тиешелеш коюлуучу, ݊ ченемд\\ 
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мейкиндиктеги бир ݔ чекитин аныктоочу {ݔଵ; ;ଶݔ … ;   { ௡ݔ
ъзгър\лмълър\н\н бирден гана тобу табылат деп т\ш\нъб\з.   

        Ъз ара бир маанил\\ къп ъзгър\лмъл\\ функциялар жашаганы 
менен,  ݕ = ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ ) теёдештигин теёдеме катарында карап, бирݔ
маанил\\ ݔ௜ = ƒ௜

ିଵ(ݕ) чечимдерин табуу  (݅ = 1, 2, … , ݊) 
кыйынчылыкты туудурат. Ошондуктан къп ъзгър\лмъл\\ 
функциялардын тескери функцияларын, ݊ өлчөмд\\ X  къпт\г\ндъ 
ъзгъргън айкын  ݔ௜ = ߮௜(ݐ) сыяктуу (݅ = 1, 2, … , ݊; ݐ  ∈ ܶ) параметрдик 
же башкача  теёдемелер менен берилген т\здърдъ жана фигураларда 
жайгашкан чекиттер \ч\н гана жазып кърсътъб\з.  Мисалы ݖ = ݔ +   ଷݕ

функциясынын тескерисин,  ൜ݔ = 5,
ݕ = ݕ

�   т\з\н\н (5; ݕ) чекиттеринде 

табалы (6.19 – чийме). Ъзгър\лмълър ушул ݔ = 5 т\зүндө гана 
жайгашса, берилген функция  ݖ = 5 +  ке  ݕ ଷ кър\н\ш\нө келет. Аныݕ

карата чыгарып,   ൜ ݕ = ඥ5 − య,ݖ

ݔ = 5
�  тескери функциясын табабыз. Ушул эле 

функциянын  ݕ = యݔ√   ийрисинин чекиттериндеги (6.20 – чийме) 
тескерисин табалы.   ݖ = ݔ + యݔ√) )ଷ  же  ݖ = ݔ   же  ݔ2 = ଵ

ଶ
  ݖ

болгондуктан, берилген ийринин чекиттериндеги тескери функция  

൝
ݕ  = యݔ√ ,
ݔ = ଵ

ଶ
  ݖ

�   кър\н\ш\ндъ жазылат. Ошентип къп ъзгър\лмъл\\ оё жана 

тескери функциялардын  графиктери дал келишип, биръъ гана болот. 
Анткени къз каранды эмес ъзгър\лмълърд\н (аргументтердин) 
мейкиндигинин өлчөмү менен, къз каранды ъзгър\лмълърд\н же 
функциялардын маанилеринин мейкиндигинин өлчөмү теё 
болбогондуктан, алардын орундарын алмаштырып жаза албайбыз. 
Каралган мисалда аргументтер  ( ݕ ;ݔ) ∈ ܴଶ эки өлчөмд\\ мейкиндикте, 
ал эми функциянын мааниси ݖ ∈ ܴ  бир өлчөмд\\ мейкиндикте 
жайгашышкан.   

         Монотондуу ъс\\ч\  (кем\\ч\) функцияларда аргументтердин ар 
башка маанилерине, функциялардын да ар башка маанилери тиешелеш 
коюлгандыктан (чоёуна чоёу (кичинеси) же кичинесине 
кичинеси(чоёу)), алар ъз ара бир маанил\\ функциялар болушуп, 
тескери функциялары жашашат.  Эгерде берилген функция монотондуу 
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ъс\\ч\ (кем\\ч\) болсо, анда анын тескери функциясы да монотондуу 
ъс\\ч\ (кем\\ч\) болот. 

 6.1.5 Функциялардын суперпозициясы же татаал функциялар  

        Аныкталуу областы  X  жана ъзгър\\ областы  Y  болгон  ݕ =   (ݔ)݂
функциясы берилсин дейли. Эгерде функциянын аргументи болгон  ݔ 
къз каранды эмес ъзгър\лмъс\ да, кайсы бир  Т  къпт\г\ндъ 
аныкталган ߮ эреже – мыйзамы боюнча  t ъзгър\лмъс\нън  къз 

карандылык байланышта ݔ =  ߮(t)  
кър\н\ш\ндъг\ функция болсо, анда   ݕ =   (ݔ)݂
функциясын  t ъзгър\лмъс\нъ карата татаал 
функция деп атап,  ݕ = ݂(߮(t)) кър\н\ш\ндъ 
жазабыз. Мында  t  ъзгър\лмъс\  Т  къпт\г\ндъ 
ъзгъргън кезде, ݔ ъзгър\лмъс\  X  къпт\г\н\н 
чегинен чыгып кетпейт деп эсептелет. 

       Кээде жогорудагыдай  ƒ  жана ߮ 
функцияларынан турган татаал функцияны бул экъън\н 
суперпозициясы деп атап,  ݕ = ƒ  ⃘߮ кър\н\ш\ндъ белгилейбиз. 
Функциялардын суперпозициясын схемада   

Т  
ƒ  ⃘ఝ
ሱሮ Y  ⇔ Т 

ఝ
→  ܺ 

ƒ
→  ܻ кърсът\п, 6.21 – чиймесинде с\ръттъйб\з. 

Айрым учурларда экиден къп бир канча функциялардын 
суперпозицияларынан турган татаал функцияларды жолуктурууга 
болот.  

         Мисалдар 

(ݔ)݂  .1          = ݁௦௜௡√௫    татаал функциясын  u = √ݒ  ,ݔ = sinu ,   g = ݁௩ \ч 
функцияларынын суперпозициясы катарында кароого болот 

 ƒ ⇔ u   ⃘ ݒ    ⃘g. 

ݕ  .2          = log଻(ݔ ଶ + 3 ݔ + 4)  татаал функциясы u = ݔ ଶ + ݔ3 + 4 жана   

g = log଻u  функцияларынын суперпозицияларынан турат ݕ ⇔  u  ⃘g .  
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        3.Берилген  ݂(ݔ) = ଶݔ + lg ݔ݊݅ݏ = (ݔ)g , ݔ + 2  функцияларынан 
чагылтуу кезектерин алмаштырып, функциялардын суперпозицияларын 
т\з\п къръл\: 

      1)  ƒ   ⃘ g ,  ⇨   ƒ(g(ݔ)) = ݔ݊݅ݏ) + 2)ଶ + lg(ݔ݊݅ݏ + 2), 

      2)  g   ⃘ƒ ,   ⇨   g(ƒ(ݔ)) = sin (ݔଶ + lg ( ݔ + 2 . 

Мындан эки функциялардын суперпозициялары чагылтуу кезектерин 
алмаштырган кезде, ар башка татаал функциялар болорун байкайбыз. 
Ошентип  ݂(ݔ) ≠ g(ݔ), ⇨ ƒ(g(ݔ)) ≠ g(ƒ(ݔ))  же ƒ   ⃘ g ≠  g    ⃘ ƒ, 
функциялардын суперпозициялары коммутативд\\ болбойт деген 
жыйынтыкка келебиз. 

        Ъз ара тескери болушкан функциялардын супепозицияларында 
аныкталуу областы  X , ъзгър\\ областы Y къпт\ктър\ болгон ݕ =   (ݔ)݂
функциясына карата  ݕ = ƒିଵ(ݔ) тескери функциясы жашаса, анда 

ݔ ∀      ∈ ܺ: ƒ(ƒିଵ(ݔ)) =  , ݔ  = же    ƒିଵ  ⃘ƒ  ݔ

же   ƒ   ⃘ ƒିଵ  ݕ = ((ݕ)ƒିଵ)Y: ƒ∋ ݕ ∀        (6.4)         ݕ =

барабардыктары орун алат, б.а. берилген функцияга тескери 
функциянын тескериси кайра берилген функциянын ъз\нъ барабар 
болот. 

        Чынында эле, тескери функцияларга келтирилген мисалдан  
(ݔ)݂ = ݔ3 + 4  жана  ƒିଵ(ݔ) = ௫ିସ

ଷ
   ъз 

ара тескери функциялар экендигин 
билебиз. Алардын суперпозицияларын 
т\з\п кър\п: 

        ƒ(ƒିଵ(ݔ)) = 3 ∙ ௫ିସ
ଷ

 + 4 = 

= ݔ − 4 + 4 =   ,ݔ

        ƒିଵ(ƒ(ݕ)) =  ଷ௬ାସିସ
ଷ

= ଷ௬
ଷ

=      ݕ
(6.4)  барабардыктарынын тууралыгын 
къръб\з. Ошондой эле   ݂(ݔ) = ܽ௫,  

жана     
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ƒିଵ(ݔ) = log௔   ,ъз ара тескери функциялары \ч\н да (6.4) т\ текшерип  ݔ
ƒ(ƒିଵ(ݔ)) = ܽ୪୭୥ೌ ௫ = ݔ  жана ƒିଵ(ƒ(ݕ)) = log௔ ܽ௬ = ݕ, анын 
аткарыларына ишенебиз. Мындан башка тескеринин тескериси 
болгон   ܽ(ݔ݃ݐ)݃ݐܿݎ = (ݔ݊݅ݏ)arcsin , ݔ =  cыяктуу къптъгън ъз ара ݔ
тескери тригонометриялык  функциялардагы формулаларды эске салып 
кетебиз.   Къп ъзгър\лмъл\\  

= ݕ ƒ(ݔ) = ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … , ݔ ௡ )  функциясындаݔ = ;ଵݔ} ;ଶݔ … ;   { ௡ݔ
аргументи  ݊ ъзгър\лмълърдън тургандыктан, алардын  бир канчасы же 
баары ݔ௜ = ߮௜(ݐ)    (݅ = 1, 2, … , ݊; ݐ   ∈ Т ), башка бир ݐ  ъзгър\лмъс\нъ 

же бир канча ъзгър\лмълъргъ карата функция 
болушса, анда берилген  ݕ = ƒ(ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ( ௡ݔ
функциясын ошол ݔ௜ ъзгър\лмъс\нъ карата 
татаал функция деп эсептей бер\\гъ болот. 
Мисалы ƒ(ݔ, ୱ୧୬݁ݕ = ( ݕ ௫ − 7 функциясында 
(ݔ)ݑ = sin  деп алып, берилген эки ݔ
ъзгър\лмъл\\ функцияны  

ƒ((ݔ)ݑ, ௨݁ݕ = (ݕ − 7  кър\н\ш\ндъг\  ݔ 
ъзгър\лмъс\нъ карата татаал функция болот 
деп эсептъъгъ болот. Ал эми   

 ƒ(ݔ, ,ݕ (ݑ)߮ cos(݁௫ା௬ା௭)  функциясын = (ݖ = ݁௨ ݑ  , ݔ= = + ݕ +   ,деп  ݖ

ƒ(߮(ݑ)) =  cos߮  кър\н\ш\ндъг\ татаал функция десе болот.  

        § 6.2 Элементардык функциялардын классы 

         6.2.1 Даражалуу жана къп 
м\чъ кър\н\ш\ндъг\ функциялар  

          1. Даражалуу функциялар. 

ݕ         =   \ఈ  кър\н\ш\ндъгݔ

функцияны (ݔ ∈ ܺ = ]0  , +∞[  ≡
ܴା)   ߙ -  турактуу чыныгы сан 
болгон учурда даражалуу функция 
дейбиз. Эгерде    ߙ = 0 болсо, анда 

ݕ   = ଴ݔ = 1  болуп, даражалуу функция  ݕ = 1 т\з\нъ айланат.  
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 0 < ߙ   < ߙ  ,1 = 1,    ∞ > ߙ > 1 болгон учурларда  ݕ =  ఈ  функциясыݔ
X  къпт\г\ндъ монотондуу ъс\\ч\ болуп, 1ఈ = 1  болгондуктан, 
графиктеринин баары Оݕݔ координаттык тегиздигинин  (1 ; 1) чекити 
аркылуу ът\шът (6.22 – чийме). Ал эми ߙ < 0 болсо, берилген 
даражалуу функция монотондуу кем\\ч\ болуп, графиги (1 ; 1) 
чекитинен ътът (6.23 – чийме). 

       Эгерде  ߙ оё  рационалдык сан болсо, анда аны  ߙ = ௠
௡

  
кър\н\ш\ндъг\ кыскарбас бълчък кър\н\ш\ндъ жазып, даражалуу 

функцияны  ݔ = ݕ
೘
೙  = ௠೙ݔ√   деп жаза алабыз. Демек,  ݊  так оё сан 

болгон учурда терс сандардын тамырлары жашай бергендиктен, 
даражалуу функциянын аныкталуу областын   ܴା арлыгынан, 

  Х =  ]−∞ , + ∞[ ≡ ܴ чыныгы сандардын мейкиндигине чейин 
кеёейт\\гъ болот. ݊ жуп оё сан болгон кезде, аныкталуу областы   
X= [0 , +∞[ , жуп терс сан болсо Х = ]0, +∞] къпт\г\ болот. Ал эми ߙ 
терс рационалдык сан болсо, аны  ߙ = − ௠

௡
  кыскарбас кър\н\ш\нъ 

келтирип, даражалуу функцияны  ିݔ = ݕ ೘೙  = ૚
√௫೘೙   деп жазабыз.  ݊  так 

оё сан болгон учурда, анын аныкталуу областы 

  X = ]−∞ , 0[ ∪ ]0 , +∞[ = ݔ} ∶ ݔ  ∈ ܴ ⋀ ݔ ≠ 0}  къпт\г\ болот, анткени 
бълчъкт\н бъл\м\ катарында  ݔ ≠ 0 болууга 
тийиш.  ݊ жуп оё сан болсо, терс сандан жуп 
кърсътк\чт\\ тамыр чыкпагандыктан, аныкталуу 
областы  

 X = ]0 , +∞[  къпт\г\ болуп калат. 

       Эгерде ߙ = ݇ ∈ Z  б\т\н сан болсо, 
даражалуу функция   ݕ =   ,௞ кър\н\ш\нъ келипݔ
аныкталуу областтары  ݇ > 0  болгондо 

 X = ]−∞ , + ∞[ ≡ R  къпт\г\, ал эми  ݇ < 0  
болгондо    

X = ]−∞ , 0[ ∪ ]0 , +∞[ = ݔ} ∶ ݔ  ∈ ܴ ⋀ ݔ ≠ 0} 
къпт\г\ болуп эсептелишет. ݇ жуп сан болсо ݕ =  ݇ ,௞  жуп функцияݔ
так сан болсо так функция болуп эсептелет (6.24а).б) - чиймелер). 
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Ошентип даражалуу функциянын аныкталуу областы, даража 
кърсътк\ч\н\н белгисине жараша кеёейип же тарып олтургандыктан, 
жогорудагы  ݕ =     ఈ  жалпы жазылуусунда аныкталуу областьݔ

ܺ = ]0 , +∞[  көрүнүшүндө болот.  

       2. Къп м\чъ кър\н\ш\ндъг\ функциялар. 

݊ − даражадагы къп м\чъ же б\т\н рационалдык функция деп 

ݕ = Р௡(ݔ) = ܽ଴ + ܽଵݔ + ܽଶݔଶ + ⋯ + ܽ௡ݔ௡              (6.5) 

кър\н\ш\ндъг\ функцияны айтабыз. 
Мында даражалар  ݊ ∈ ܰ,  
ܽ௜ −коэффициенттери турактуу 
фиксирленген рационалдык сандар 
ܽ௜ ∈  ܳ (݅ = 1, 2, … , ݊) (ܽ௡ ≠ 0), 
аныкталуу областы  ݔ ∈ ܺ ≡ ܴ болушат. 

         Эгерде  ݊ = 0 болсо, (6.5) 
функциясы  ݕ = Р଴(ݔ) = ܽ଴  - т\з\нъ;  

 ݊ = 1 болсо,   

ݕ = Рଵ(ݔ) = ܽ଴ + ܽଵݔ  - сызыктуу функциясына;  ݊ = 2  болсо,  

ݕ = Рଶ(ݔ) = ܽ଴ + ܽଵݔ + ܽଶݔଶ – квадраттык 
\ч м\чъ функциясына айланат. 

        Мисалы: 1).  ݕ = ଶݔ − ݔ4 + 4  
квадраттык \ч м\чъ функциясын 
айырманын квадратын эсептъъ формуласы 
боюнча ݕ = ݔ) − 2)ଶ кър\н\ш\нъ келтирип, 
аныкталуу областы  ܺ ≡ ܴ болгон, ]−∞ , 2[  
аралыгында монотондуу кем\\ч\,  ]2 , +∞[ 
аралыгында монотондуу ъс\\ч\ функцияны 
алабыз. Анын графиги тъмънк\ чокусу(2; 0) 
чекитинде жайгашкан, ݔ = 2 т\з\нъ карата 

симметриялуу  парабола болуп, мезгилсиз жана жуп да, так да эмес 
функция болот (6.25 – чийме).  
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ݕ .(2 = ଷݔ − ଷ
ଶ

ଶݔ + ଷ
ସ

ݔ + ଻
଼
  функциясын айырманын кубун эсептъъ 

формуласын пайдаланып,   ݕ = ݔ) − ଵ
ଶ
)ଷ + 1 кър\н\ш\нъ келтирип, 

графигин тургузалы (6.26 – чийме).  Бул функциянын аныкталуу 
областы  X R  болуп, мезгилсиз жана жуп дагы эмес, так дагы эмес ъз 
аныкталуу областынын чегинде монотондуу ъс\\ч\, асимптоталары 
жок функция болот.   

         3. Бълчък (рационалдык) функциялар. 

        Рационалдык функция деп 

ݕ   = Р೙(௫)
ொ೘(௫)

= ௔బା௔భ௫ା௔మ௫మା⋯ା௔೙௫೙   
௕బା௕భ௫ା௕మ௫మା⋯ା௕೘௫೘    

           (6.6) 

кър\н\ш\ндъг\ функцияны айтабыз. Мында  ܽ௜ жана ௝ܾ 
коэффициенттери фиксирленген же 
турактуу рационалдык сандар ܽ௜ ∈ ܳ,     

௝ܾ ∈ ܳ (݅ = 1, 2, … , ݊;   ݆ = 1, 2, … , ݉),   
ܽ௡ ≠ 0,   ܾ௠ ≠ 0,   ݊, ݉ - чект\\ 
натуралдык  сандар болушат. 
Берилген  (6.6)  рационалдык 
функциясынын аныкталуу областы 
бълчъкт\н бъл\м\ катарында,  
ܳ௠(ݔ) ≠ 0   шартын  

канааттандыруучу  ݔ  чекиттеринин X = {ݔ ∶ ݔ  ∈ ܴ ⋀  ܳ௠(ݔ) ≠ 0 }  
къпт\г\ болот.  Эгерде  ݊ < ݉ болсо, (6.6) функциясын дурус (туура) 
бълчък кър\н\ш\ндъг\, ал эми  ݊ > ݉ болсо буруш (туура эмес) бълчък 
кър\н\ш\ндъг\ функция деп атайбыз.   

Мисалы: 1).  ݕ = ௫ିଵ
௫మିହ௫ା଺

   дурус (݊ = 1 < ݉ = 2) бълчък 
функциясынын аныкталуу областы  ݔଶ − ݔ5 + 6 ≠ 0 шартын 
канааттандырган R сандарынан турат.  

ଶݔ      − ݔ5 + 6 = 0 теёдемесин чыгарып  ݔଵ = 2, ଶݔ = 3 чечимдерин 
табабыз.  Демек берилген функциянын аныкталуу областы болуп, ушул 
чечимдерден башка бардык чыныгы сандардын 
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 X = ]−∞ , 2[ ∪ ]2 , 3[ ∪ ]3 , +∞[  къпт\г\ эсептелет. ݔଵ = 2, ଶݔ = 3 
сандары с\ръттългън чекиттерди функциянын ъзгъчъ чекиттери дейбиз. 
Анткени бул чекиттерге эки жагынан теё жакындасак, бълчъкт\н 
бъл\м\ нългъ жакындагандыктан, функциянын маанилери чексизге 
умтулушуп, чекиттердин эки тарабындагы функциянын маанилери бири 
– биринен кача башташат. Ошентип  ݔ = 2  жана  ݔ = 3 т\здър\ 
вертикалдык асимптоталар, ал эми ݕ = 0 т\з\ горизонталдык асимптота 
болушат (6.27 -чийме).  

      Мектеп курсунда функцияны изилдъъ темасынан белгил\\ 
болгондой ݔଵ = 1 − ଶݔ   , 2√ = 1 + √2    чекиттеринде  туундусу   

ᇱݕ  = (௫ିଵ)ᇲ∙൫ ௫మିହ௫ା଺൯ି(௫ିଵ)∙൫ ௫మିହ௫ା଺൯ᇲ

( ௫మିହ௫ା଺)మ  = ଶି(௫ିଵ)మ

( ௫మିହ௫ା଺)మ   нългъ теё болуп, алар 

аркылуу ъткъндъ белгилери ъзгър\п,  бул чекиттер тиешел\\ т\рдъ 
функциянын минимум жана максимум чекиттери болушат.   

      ൣ1 − √2 , 2ൣ  жана  ൧2 , 1 + √2൧   аралыктарында туундусу оё 
болгондуктан, монотондуу ъсът, ал эми ൧−∞ , 1 − √2ൣ   жана   

൧1 + √2 , +∞ൣ  аралыктарында ݕᇱ = ƒᇱ( ݔ) < 0 
болуп, монотондуу кемийт. Берилген функция 
мезгилсиз, жуп да эмес жана так да эмес функция 
болот. 

ݕ  .(2      = ௫యିଶ௫ାଵ
௫మାଵ

  буруш бълчък (݊ = 3 > ݉ = 2) 
функциясы болот. Буруш бълчък функциянын алымын бъл\м\нъ 1 – 
схема  боюнча бъл\\ менен, дурус бълчъккъ айлантып алалы.  

Анда   ݕ = ௫యିଶ௫ାଵ
௫మାଵ

= ݔ − ଷ௫ିଵ
௫మାଵ

  б\т\н жана дурус бълчък кър\н\ш\ндъг\ 
рационалдык функцияны алабыз. 

     6.2.2  Кърсътк\чт\\ жана логарифмалык функциялар  

     1. Кърсътк\чт\\ функциялар. 

     Негизи ܽ саны болгон кърсътк\чт\\ функция деп, ݕ =  ܽ௫ 
кър\н\ш\ндъг\ функцияны айтабыз. Мында  ܽ турактуу, оё, бирден 
айырмалуу чыныгы сан деген талап коюлат (ܽ > 0, ܽ ≠ 1,   ܽ ∈ ܴ). 
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ܽ = ݁ болгондо, ݕ = ݁௫  кърсътк\чт\\ функциясын кээде ݕ =exp ݔ   
кър\н\ш\ндъ жазып, "экспонента икс" деп окушат. 

     ⃘ ܽ < 0 болсо, анда ݕ =  ܽ௫ функциясынын айрым бир  ݔ 
чекиттериндеги маанилери жашабайт, б.а. аларды аныктоо м\мк\н эмес. 

Мисалы  ݔ = ଵ
ଶ
 ,  ܽ = −5  болсо,  ݕ = (−5)

భ
మ = √−5  келип чыгып, терс 

сандан квадраттык тамыр чыкпагандыктан, функциянын мааниси 
аныкталбайт. Ошондуктан   ܽ > 0  талабы коюлган. 

     ⃘  ܽ = 1 болсо,   ݕ =  ܽ௫ = 1௫ = 1 келип чыгып,  ݕ = 1 т\з\нъ ээ 
болобуз. Бул т\з жънъкъй жана белгил\\ болгондуктан, ага токтолуунун 
зарылчылыгы жок (ܽ ≠ 1).  

     Коюлган шарттардын чегинде  ݕ =  ܽ௫  кърсътк\чт\\ функциясы 
X≡ ܴ аныкталуу областына, Y = ]0 , +∞[  ъзгър\\ областына ээ облуп, 
аларды бири – бирине ъз ара бир маанил\\ чагылтып турат.  0 <  ܽ < 1  
болгондо   ݕ =  ܽ௫  функциясы  X къпт\г\ндъ монтондуу кем\\ч\, ал 
эми  ܽ > 1 болгондо монотондуу ъс\\ч\ функция болуп эсептелет. 
Чынында эле  ∀ ݔଵ, ଶݔ ∈ ଵݔ  :ܺ < ଶݔ  ⇨ ݔ∆     = ଶݔ  − ଵݔ  > 0  айырмасы 
оё болот. Функциянын тиешел\\ маанилеринин айырмасын  

ݕ∆ = ƒ(ݔଶ) − ƒ(ݔଵ) =  ܽ௫మ −  ܽ௫భ =  ܽ௫భା∆௫ −  ܽ௫భ =  ܽ௫భ  ( ܽ∆௫ − 1)   
кър\н\ш\ндъ жазып,  ∆ݕ  тин белгиси   ܽ∆௫ − 1  санын белгисине 
байланыштуу болорун къръб\з. Анткени биринчи къбъйт\\ч\ ар дайым 
оё сан болуп ( ܽ௫భ > 0),  къбъйт\нд\н\н белгисине таасирин 
тийгизбейт.  Ошентип  0 <  ܽ < 1  
болгондо  ܽ∆௫ < 1  болгондуктан,  

 ܽ∆௫ − 1 < 0 терс болуп,  

ݕ∆  = ƒ(ݔଶ) − ƒ(ݔଵ) < 0  же  

 ƒ(ݔଶ) < ƒ(ݔଵ)  келип чыгат. Бул учурда  
аргументтин чоё маанисине функциянын 
кичине мааниси тиешелеш коюлгандыктан, 
кърсътк\чт\\ функция  6.2 – аныктаманын 
негизинде монотондуу кем\\ч\ болот (6.28 
– чийме ). Ошондой эле  ܽ > 1  болгондо 
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   ܽ∆௫ > 1  же   ܽ∆௫ − 1 > 0 келип чыгып,    

ݕ∆ = ƒ(ݔଶ) − ƒ(ݔଵ) > 0  же 

ଵݔ  < ଶݔ  ⇨  ƒ(ݔଶ) > ƒ(ݔଵ)  аргументтин чоё маанисине функциянын да 
чоё мааниси тиешелеш коюлуп, функция монотондуу ъс\\ч\ болот 
(6.28 - чийме). 0 <  ܽ < 1, ܽ > 1 учурларынын экъъс\ндъ теё 
функциянын графиктери  (0; 1) чекити аркылуу ът\п (себеби ܽ଴ = 1), 
ݕ = 0 жантык асимптота түзү болот. Кърсътк\чт\\ функция жуп да 

эмес, так да эмес, мезгилсиз функция 
болот.  

     2. Логарифмалык функция. 

ݕ       =  ܽ௫ кърсътк\чт\\ функциясы ъз 
ара бир маанил\\ чагылтууну ишке 
ашыргандыктан, анын тескери 
функциясы жашайт. ݕ =  ܽ௫ 
теёдештигинен  табылган  ݔ  
ъзгър\лмъс\н, ݔ = log௔  символу ݕ
менен белгилеп, аны “ܽ негизи боюнча 
 ъзгър\лмъс\н\н логарифми “  деп ݕ
окуйбуз. Тескери функцияны жазуу 

эрежесине ылайык,  ݔ  менен  ݕ 
ъзгър\лмълър\н\н орундарын 
алмаштырып жазып,  ݕ =  ܽ௫  
функциясына тескери болгон ݕ = log௔  ݔ
кър\н\ш\ндъ жазылган логарифмалык 
функцияны алабыз Мында ܽ > 0,   

ܽ ≠ 1,   ܽ ∈ ܴ деп кабыл алынат. Ъз ара 
тескери функциялардын аныкталуу жана 
ъзгър\\ областтары алмашкандыктан,  
логарифмалык функциянын аныкталуу 
областы X = ]0 , +∞[ ≡ ܴ , ал эми 
ъзгър\\ областы Y = ]−∞ , +∞[  

къпт\ктър\ болушат. Оё функция монотондуу ъс\\ч\ (кем\\ч\) болсо, 
тескериси да монотондуу ъс\\ч\ (кем\\ч\) болгондуктан, кърсътк\чт\\ 
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функция сыяктуу эле логарифмалык функция да  0 <  ܽ < 1 шартында 
монотондуу кем\\ч\,  ܽ > 1 шартында монотондуу ъс\\ч\ болот. Ъз 
ара тескери функциялардын графиктери координаттык тегиздиктин  
ݕ =   ,биссектриса т\з\нъ карата симметриялуу жайгашкандыктан  ݔ
ݕ = log௔   тескери функциясынын графиги анын оё функциясы болгон  ݔ
ݕ =  ܽ௫  тин графигин,  ݕ =  т\з\нъ симметриялуу которуу менен ݔ
тургузулат (6.29 а.б. – чиймелер). Логарифмалык функция   0 = ݔ 
(Оݕ огу) вертикалдык ассимптота т\з\нъ ээ болуп мезгилсиз, жуп да 
эмес, так да эмес функция болот. 

     6.2.3 Тригонометриялык функциялар   

     Бурчтардын чоёдуктарын  градус, минута, секунда сыяктуу чен 
бирдиктери менен катар эле, мааниси чыныгы сан болгон радиан чен 
бирдигинин жардамы менен ълчъп ж\ръб\з. Мисалы 

радианߨ  = 180  ⃘,   గ
ଶ

= радианߨ   ,⃘ 90 ≈ 3,14 чыныгы санына теё, ал эми 

 1радиан = ଵ଼଴ ⃘  
గ

= 57  ⃘17ᇱ45" градусту т\зът. Ошентип бурчтардын 
чоёдук ълчъмдър\н жалаё гана градустар деп т\ш\нбъй, чыныгы 
сандар деп ойлоп, ݔ ъзгър\лмъ чыныгы саны менен ъзгър\лмъ 
бурчтарды  белгилеп (радиан менен алынган), б.а. аргументтери –
чыныгы сандар менен туюнтулган бурчтар болгон функцияларды 
т\з\\гъ болот.      

     1. Синус жана косинус функциялары. Борбору О координаталар 
башталмасында жайгашып, радиусу ݎ = 1  болгон бирдик айланада 
жайгашкан чекиттердин координаталарын, борбордук бурч менен 

туюнтуу же алардын 
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арасындагы къз карандылык байланышын орнотуу маселесине 
токтололу (6.30 - чийме). Берилген бирдик айланада эркин абалда 
жайгашкан  А  чекитин алып, ОА радиусун ж\рг\зъл\. Оݔ  огу менен 
ОА  радиусунун арасындагы бурчту  ݔ  саны деп алалы. Тегиздикте 
жайгашкан ар кандай чекит сыяктуу эде, А  чекитинин да эки сандардан 
турган т\гъй координаталары бар.  А  чекитин  ݔ бурчуна тиешелеш 
коюлган чекит экендигин эске алып, анын координаталары болгон т\гъй 
чыныгы сандарын символикалык т\рдъ (cos ; ݔ sin  кър\н\ш\ндъ  (ݔ
белгилейли. Бул жаёы белгилъъ менен киргизилген чыныгы сандарды 
тригонометриялык сандар деп атап, А  чекитинин абциссасын  

cos косинус икс” , ординатасын sin“  ݔ  синус икс” деп айтып“  ݔ
окуйбуз. А  чекити бирдик айланага таандык болуп, айлананын радиусу 
ݎ = |ОА| = 1 санынан ашып кетпегендиктен, А  чекитинин 
координаталары катарында киргизилген тригонометриялык сандар  
−1 ≤ cos ≥ ݔ 1 ,  −1 ≤ sin ݔ ≤ 1  аралыктарынан чыгып кете албайт. ݔ 
ъзгър\лмъ бурчу саат жебесине каршы багытта оё сан, ал эми саат 
жебеси боюнча багытта терс сан болуп, О  башталмасынын 
айланасында айлануу менен бардык  R= ]−∞ , +∞[  чыныгы сандарын 
кабыл алып чыгуусу м\мк\н. Ошондуктан ݕ = sin , ݔ ݕ = cos  ݔ
белгилъълър\н киргизип, аларды  X = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ  къпт\г\н, 

 Y = [−1 , 1]  къпт\г\нъ чагылтуучу къз карандылык байланыштарын 
орноткон эрежелер катарында, аныкталуу областы  ܺ = ]−∞ , +∞[ , 
ъзгър\\ областы ܻ = [−1 , 1] къпт\ктър\ болгон тригонометриялык 
функциялар деп атайбыз. 

     1). 6.30 – чиймеден кър\нгъндъй ݔ = 0  болсо,  А (cos ; ݔ sin   (ݔ
координаталуу чекити  А଴(1; 0) 
чекитинин абалына келсе,  
cos 0 = 1 ,  sin 0 = 0 болорун 
къръб\з. Эгерде  ݔ = గ

ଶ
 болсо,  А  

чекити  Аଵ(0; 1)  чекитине 
которулуп  cos గ

ଶ
= 0,  sin గ

ଶ
= 1 

келип чыгат.  ݔ =   болсо, А ߨ
чекити  Аଶ(−1; 0) чекитине 
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айланып,  cos ߨ = −1,  sin ߨ = 0 болот. ݔ = ଷగ
ଶ

  болсо,  А  чекити  

Аଷ(0; −1) чекитине ъзгър\п cos ଷగ
ଶ

= 0,   sin ଷగ
ଶ

= −1  маанилерине ээ 
болобуз. Ал эми  ݔ = ;болсо, А  чекити  Аସ(1 ߨ2 0) ≡  А଴(1; 0) бирдик 
айлананы толук айланып кайтып келет же координаталары  cos 0 = 1,  
sin 0 = 0  маанилерине экинчи жолу ээ болот. Ушул процессти улантып 
олтуруп ݕ = sin , ݔ ݕ = cos  тригонометриялык функцияларынын ݔ
маанилери, улам бир толук айлануудан кийин кайра кайталанып, 
мурдагы маанилерин ала бергенин сезебиз.  Ошентип  

 Sin( ݔ + (݊ߨ2 = sin , ݔ   cos(ݔ + (݊ߨ2 = cos  .теёдештиктери орун алат ݔ
݊ = 1 , 2 , 3, …  айлануулардын санын кърсът\п,  ݕ = sin ݔ  , ݕ = cos  ݔ
функциялары болсо, Т௡= 2݊ߨ мезгилдерине ээ болушат. Бирок алардын 
мезгили 6.4 – аныктама боюнча бир гана Т саны болгондуктан, мезгил 
деп  Т = min{ Т௡ } = 2ߨ оё санын алабыз. Алардын графиктерин 
ݔ ∈ [0 ,  аралыгындагы маанилери боюнча тургузуп, калган [ߨ2
аралыктарга кайталап сызып чыгуу жетишт\\ болот (6.31а.б. – 
чиймелер).  

     2). Эгерде ݔ бурчун каршы багыттагы  " −  ,бурчуна алмаштырсак "ݔ
анда А (cos ; ݔ sin ; (ݔ−)ᇱ(cosܣ  чекити  (ݔ sin(−ݔ)) чекитине ъзгърът. А  
жана  ܣᇱ  чекиттери  Оݔ огуна карата симметриялуу 
жайланышкандыктан, ܣᇱ(cos(−ݔ) ; sin(−ݔ))≡ ᇱ(cosܣ ; ݔ −sin  (ݔ
координаталары менен жазылып, 

 cos = ݔ cos(− (ݔ−)жана  sin (ݔ = − sin  .теёдештиктерине ээ болобуз  ݔ

 Мындан  ݕ = cos  ,шартын канааттандырып  (ݔ)ƒ = (ݔ−)функциясы  ƒ  ݔ
жуп функция болорун жана графиги  Оݕ огуна карата симметриялуу 
жайгашары келип чыгат. Ал эми  ݕ = sin   (ݔ)ƒ = (ݔ−)функциясы ƒ  ݔ
шартын канааттандыргандыктан так функция болуп, графиги О 
башталма чекитине карата симметриялуу жайгашат. 

     3). 6.31а.б. – чиймелеринен  ݕ = sin , ݔ ݕ = cos  функцияларынын ݔ
бири – биринен  Оݔ  огу боюнча గ

ଶ
  аралыгына которуштурулган, бир 

эле функция экендигин байкайбыз. Демек,  
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ݕ  = sin ቀݔ + గ
ଶ

 ቁ = cos ݕ ,теёдештиги орун алып ݔ = sin   функциясы ݔ

ݕ = cos функциясына караганда  గ  ݔ
ଶ

  санына мурда келген, ошол эле 
функциянын кайталанышы болуп эсептелет. Мындай бир эле 
функциянын белгил\\ аралыктан кийин кечигип кайталанышы, 
математикада гармоникалык термел\\ кубулуштарын моделдештир\\дъ 
пайдаланылгандыктан,  ݕ = sin ݔ , ݕ = cos  функцияларын – ݔ
гармоникалык функциялар деп да аташат. 

ݕ .(4      = sin ݔ   функциясы ݔ ∈ ቂ− గ
ଶ

 , గ
ଶ

  ቃ аралыгында монтондуу 
ъс\\ч\ болуп, аргументтердин ар башка маанилерине функциянын да   
Y = [−1 , 1] аралыгындагы ар башка маанилери тиешелеш 
коюлгандыктан(чоёуна чоёу, кичинесине кичинеси), ъз ара бир 
маанил\\ функция боло алат. Бирок жалпы ܺ = ]−∞ , +∞[  аныкталуу 
областынын чегинде кайталанма м\нъзгъ ээ болгондуктан,  ݕ = sin  ти ݔ
X  къпт\г\ндъ (аныкталуу областында) къп маанил\\ функция дейбиз. 
Ошондуктан ݔ ∈ ቂ− గ

ଶ
 , గ

ଶ
  ቃ  аралыгында гана  ݕ = sin   ,теёдештигинен ݔ

  ъзгър\лмъс\н бир маанил\\ таба алабыз. Бул табылган маанини  ݔ
ݔ = arcsin  – ”символу менен белгилеп, “ икс барабар арксинусигрэк ݕ
деп окуйбуз.  

ݕ       = sin  мезгилине ээ болгондуктан, анын ߨфункциясы Т = 2 ݔ

 ܺ = ]−∞ , +∞[    аныкталуу областын  ቂ(ଶ௞ିଵ)గ
ଶ

  ,  (ଶ௞ାଵ)గ
ଶ

ቃ     cыяктуу  

(݇ = 0 , ±1 , ±2 , ±3 , …) сегменттердин 
бириг\\с\ катарында карап (6.32 – 
чийме), ар бир сегменттерде  ݕ = sin   ݔ
теёдештигинен,  ݔ  ъзгър\лмъс\н бир 
маанил\\ таап, табылган маанилерди 
бардык сегменттер үчүн жалпылап, 
ݔ = arcsin ݕ + ݇)  ݇ߨ ∈ ܼ) 

 кър\н\ш\ндъ жазуу м\мк\н. 
Ошондуктан мындай  ݔ маанисин 
бүтүндөй X = ]−∞ , +∞[ сан огуна 
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улаштыра жайылтып, жалпы учурдагы  ݕ = sin  функциясына тескери  ݔ
болгон  ݔ = arcsin ݕ + ݇)  ݇ߨ ∈ ܼ)  функциясын түзүүгө болот. 

     Тескери функцияны жазуу эрежесин карап, ݔ  менен ݕ  
ъзгър\лмълър\н\н орундарын алмаштырып жазып, тескери функцияны  
Оݕ огу боюнча ݕ = arcsin ݔ + ݇) ݇ߨ ∈ ܼ)  эрежеси менен уланта алабыз. 

Ъз ара тескери функциялардын 
аныкталуу областы менен 
ъзгър\\ областын орундары 
алмашкандыктан, табылган 
тескери функциянын аныкталуу 
областы X = [−1 , 1] сегменти, 
ъзгър\\ областы  

Y = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ болот. 
Тескери ݕ = arcsin   ݔ
функциясынын графиги, 

ݕ  = sin   функциясынын   ݔ

графигин ቂ− గ
ଶ

 , గ
ଶ

  ቃ  сегментинде 

ݕ =  т\з\нъ карата симметриялуу ݔ
которуу менен сызылып (6.33 – 
чийме), андан кийин жалпы 
 ܻ = ]−∞ , +∞[  аралыгына 

ݕ  = arcsin ݔ +  маанилери  ݇ߨ
боюнча улантылат ( 6.34 –чийме).  

ݕ .(5     = cos   функциясынын  ݔ
ܺ = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ аныкталуу 
областын  

ܺ௞ = , ݇ߨ] ݇)ߨ + 1) ] 

сегменттерине бъл\п (݇ ∈ ܼ), сан 
огун алардын бириг\\с\ 
катарында элестетели (6.35 – 
чийме). Анда ݕ = cos   ݔ
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функциясы бул сегменттердин ар бирин ъз - ъз\нчъ, Y = [−1 , 1] 
сегментине ъз ара бир маанил\\ чагылтып, ар бир аралыктардын ъз\нъ 
ылайыкташкан тескери функциялары табылат же жашайт. Мисалы  
݇ = 0 болсо,  ܺ଴ = [0 ,  сегменти келип чыгып, бул аралыкта  [ߨ
ݕ = cos  ݔ функциясы монотондуу кем\\ч\ болуп, ар кандай ݔ
аргументтерине, функциянын ар кандай  ݕ  маанилери тиешелеш 
коюлуп,  ∀ ݔଵ, ଶݔ ∈ ܺ଴:  ݔଵ < (ଵݔ)݂ ⇨  ଶݔ >  .шарты аткарылат  (ଶݔ)݂
Ошондуктан ܺ଴ аралыгы, Y = [−1 , 1]  аралыгына ъз ара бир маанил\\ 
чагылтылып (монотондуу функция катарында), тескери функция 
табылат же жашайт. Демек берилген аралыкта ݕ = cos  теёдештигинен ݔ
 ъзгър\лмъс\н бир маанил\\ табууга болот. Табылган маанини  ݔ  
= ݔ arccos  “символу менен белгилеп, “икс барабар арккосинусигрэк  ݕ
– деп окуйбуз.  

     Ар бир  ܺ௞ = , ݇ߨ] ݇)ߨ + 1) ]  сегменттеринин ъз\ндъ ݕ = cos  ݔ
теёдештиктерин  ݔ ъзгър\лмълър\нъ карата чыгарып чыксак, анда 
бул  ݔ ъзгър\лмълър\ бири - биринен ݇ߨ кошулуучуларына гана 
айырмаланып, ݔ = arccos ݕ + ݇  ,݇ߨ ∈ ܼ кър\н\ш\ндъ жазылышат. 
Ошентип ܺ௞ = , ݇ߨ] ݇)ߨ + 1) ] сегменттерин кыялыбызда улаштырып, 
ݕ = cos ܺ  теёдештигин (теңдемесин) б\т\ндъй ݔ = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ 
аралыгында ݔ ке карата,  ݔ = arccos ݕ + ݇  ,݇ߨ ∈ ܼ кър\н\ш\ндъ 
чыгардык деп ойлойбуз. 

      Тескери функцияны жазуу 
эрежеси боюнча ݔ менен ݕ 
ъзгър\лмълър\н\н орундарын 
алмаштырып, ݕ = cos  ݔ
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функциясынын  ܺ଴ = [0 ,   сегментиндеги тескери функциясын    [ߨ
ݕ  = arccos  ݕкър\н\ш\ндъ жазабыз. Табылган тескери функцияны О  ݔ
огу боюнча  ݕ = arccos ݔ +  эрежеси менен улантабыз. Жалпы учурда ݇ߨ
аныкталуу областы  X = [−1 , 1], ъзгър\\ областы Y = ]−∞ , +∞[ ≡ ܴ 
болгон, тескери ݕ = arccos  функциясын т\згън болобуз. Тескери ݔ
функциянын графигин, адегенде  ܺ଴ = [0 , ݕ сегментиндеги [ߨ = cos   ݔ
функциясынын графигин ݕ =  т\з\нъ симметриялуу которуу менен ݔ
тургузуп (6.36 – чийме), андан кийин Оݕ огу боюнча  ݕ = arccos ݔ +  ݇ߨ
маанилерине карап улантып сызабыз (6.37 – чийме). 

     6). Ъз ара тескери функциялардын суперпозицияларын т\з\п, (6.4) 
формулаларын пайдалансак, тъмъндъг\дъй теёдештиктер келип чыгат: 

sin(arcsin (ݔ = arcsin(sin ,ݔ arccos(cos ,ݔ = ( ݔ (ݔ = cos(arccos ,ݔ (ݔ =  .ݔ
Аларды пайдаланып  cos (arcsin (ݔ = ඥ1 − sinଶ(arcsin (ݔ = √1 −  , ଶݔ

sin(arccos (ݔ = ඥ1 − cosଶ(arccos (ݔ = √1 −  ଶ  ээ болобуз. Мындаݔ

ݔ  ∈ ቂ− గ
ଶ

 , గ
ଶ

ቃ деп эсептеп, 
квадраттык тамырлардын оё белгилерин алабыз. Дагы бир   

 arcsin ݔ + arccos ݔ = గ
ଶ
  теёдештигин далилдейли. Аны  

sin(arcsin ݔ + arccos (ݔ = 1 кър\н\ш\ндъ жазып,  

sin(α + β) = sinα ∙  cosβ +  cosα ∙ sinߚ  формуласын пайдалансак, 
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sin(arcsin (ݔ ∙ cos(arccos (ݔ + cos(arcsin (ݔ ∙ sin(arccos (ݔ = ଶݔ +
+(√1 − ଶ )ଶݔ = ଶݔ + 1 − ଶݔ = 1  келип чыгып, теёдештиктин туура 
экендиги далилденет.  

     2. Тангенс жана котангенс функциялары.  

ݕ .(1      = ୱ୧୬ ௫
ୡ୭ୱ ௫

  функциясын тангенс функциясы деп атап, ݕ =
ݕ  .символу менен белгилейбиз ݔgݐ =  \функциясы бълчъкт\н бъл\м ݔgݐ
cos ݔ ≠ 0 же  ݔ ≠ గ

ଶ
+  шарттары аткарылган кезде гана  ,݇ߨ

жашагандыктан, анын аныкталуу областы  

 ܺ௞ = ቃగ
ଶ

(2݇ − 1) , గ
ଶ

(2݇ + 1) ቂ  (݇ ∈ ܼ),  ъзгър\\ областы Y = ]−∞ , +∞[ 
≡ ܴ  къпт\ктър\ болушат. Ошентип ݕ =  функциясы ар бир  ܺ௞ ݔgݐ
интервалдарын ъз - ъз\нчъ,  Y къпт\г\нъ ъз ара бир маанил\\ чагылтуу 
кызматын аткарып, ݔ = గ

ଶ
(2݇ − 1) жана ݔ = గ

ଶ
(2݇ + 1)  вертикалдык 

асимптота т\здър\нъ ээ, анткени бул чекиттерде бълчъкт\н  бъл\м\ 
нългъ айланып, ъзгъчъ абалдар орун алышат же функциянын маанилери 
жашабайт.  ݕ =  бурчунун чоёдугу ݔ ,функциясынын маанисинин ݔgݐ
менен кандай байланышканын, геометриялык жактан жогорудагы 
бирдик айлананын жардамы менен кърсът\\гъ болот (6.38 – чийме). 
Тангенс функциясынын графигин ар бир  ܺ௞ интервалдарында ъз - 
ъз\нчъ тургузабыз.  

     Мисалы  ݇ = −1, 0, 1 болгон учурлардагы   ܺିଵ , ܺ଴ , ܺଵ 
интервалдарындагы графиктери, 6.39 – чиймедеги кър\н\штърдъ 
болушат.   ݕ =   бир эле функция болуп эсептелгени менен, ар бир ݔgݐ
ܺ௞ интервалдарында ар башка функция сыяктуу элести калтырат. 
Ошондой болсо да ƒ(ݔ + Т) = ݔ)gݐ  + (ߨ ݔgݐ = = ƒ(ݔ) шартын 
канааттандыруучу, Т = ߨ оё саны табылгандыктан, тангес функциясын 
  ߨ  мезгилд\\ функция деп, графиктери  ܺ௞ интервалдарында ߨ 
аралыгынан кийин кайра кайталанып турат деп т\ш\нъб\з. 

(ݔ−) gݐ       = ୱ୧୬(ି ௫)
ୡ୭ୱ(ି௫)

= − ୱ୧୬ ௫
ୡ୭ୱ ௫

=  аткарылгандыктан, ар бир ݔgݐ−

 ቃగ
ଶ

(2݇ − 1) , గ
ଶ

(2݇ + 1) ቂ (݇ ∈ ܼ) аралыктарында так функция болот.    
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     Ар бир    

ܺ௞ = ቃగ
ଶ

(2݇ − 1) , గ
ଶ

(2݇ + 1)ቂ  
(݇ ∈ ܼ)  аралыктарында 
тангенс функциясы 
монотондуу ъс\\ч\ болуп, ъз 
ара бир маанил\\ чагылтууну 
ишке ашыргандыктан, анын 
тескери функциясы жашайт 
же табылат. Демек ݕ =  ݔgݐ
теёдештигин  ݔ  

 ъзгър\лмъс\нъ карата чыгарууга болот. Табылган  ݔ  ти ݔ =  ݕ gݐܿݎܽ
символу менен белгилеп, аны “икс барабар арктангенсигрэк”  - деп 

окуйбуз. 

     Тескери функцияны жазуу 
эрежесине таянып,  ݔ менен ݕ 
ъзгър\лмълър\н\н орундарын 
алмаштырып, аныкталуу областы 
X≡ ܴ , ъзгър\\ областы 

 ௞ܻ = ቃగ
ଶ

(2݇ − 1) , గ
ଶ

(2݇ + 1) ቂ  

  (݇ ∈ ܼ)  болгон, тангенс 
функциясына тескери  

= ݕ  ݔ gݐܿݎܽ +  функцияларын алабыз ߨ݇
(6.40 – чийме).  

 ଴ܻ = ቃ− గ
ଶ

 , గ
ଶ

 ቂ  интервалында арктангенс 
функциясы  

= ݕ  .кър\н\ш\ндъ жазылат ݔ gݐܿݎܽ

ݕ .(2      = ୡ୭ୱ ௫ 
ୱ୧୬ ௫

  кър\н\ш\ндъг\ 
функцияны котангенс функциясы деп, 

символикалык т\рдъ  ݕ =  деп белгилейбиз. Анын аныкталуу ݔ gݐܿ
областы  sin ݔ ≠ 0 шартын канааттандыруучу  ݔ   ,чыныгы сандары  ݇ߨ ≠
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же   ܺ௞ = , ݇ߨ[ ݇)ߨ + 1) [    (݇ ∈ ܼ) интервалдары, ал эми ъзгър\\ 
областы Y≡ ܴ къпт\г\ болушат. ݔ бурчу менен котангенс 
функциясынын байланышы бирдик айлананын жардамы менен 6.38 – 
чиймеде кърсът\лгън. Арктангенс функциясына да , тангенс функциясы 
сыяктуу талдоолорду ж\рг\з\\ менен, анын Т = ߨ мезгилд\\, так жана 
 ܺ௞ областтарында монотондуу кем\\ч\ болуп, тескери функциясы 
жашарын билебиз. Тескери функция ݕ =  кър\н\ш\ндъ ݔ gݐܿܿݎܽ
жазылып, X≡ ܴ  - аныкталуу областына,  ௞ܻ = , ݇ߨ[ ݇)ߨ + 1) [ ,  (݇ ∈
ܼ) – ъзгър\\ областына ээ болот.  ݕ = ݕ  жана ݔ gݐܿ =  ݔ gݐܿܿݎܽ
функцияларынын графиктери 6.41, 6.42 – чиймелерде кърсът\лгън.  

     3). Тангенс жана котангенс функциялары менен ъз ара тескери 
функциялардын суперпозицияларын т\з\п,  

(ݔ gݐܿݎܽ)݃ݐ   = (ݔ gݐ)gݐܿݎܽ =   ,ݔ

(ݔ gݐܿܿݎܽ)gݐܿ   = (ݔ gݐܿ)gݐܿܿݎܽ =  , ݔ 

ݔ gݐܿݎܽ  + ݔ gݐсܿݎܽ  = గ
ଶ
  формулаларын 

алабыз. Ошондой эле ܽݐܿݎg ݔ = arcsin ௫
ඥଵା௫మ , 

arcsinݔ = gݐсܿݎܽ  = ௫
ඥଵା௫మ байланыш 

формулаларын келтирип чыгарууга болот. 

          6.2.4  Гиперболалык функциялар  

         Негизи  ݁ саны болгон ݕ = ݁௫  кърсътк\чт\\ функцияларынын 
суперпозициясынан турган   

ݕ = ௘ೣି ௘షೣ

ଶ
  функциясын 

гиперболалык синус   функциясы деп, 
ݕ =  .символу менен белгилейбиз ݔ ℎݏ
Ошондой эле 

ݕ  = ௘ೣା ௘షೣ

ଶ
= ܿℎ ݔ – гиперболалык 

косинус,   ݕ = ௦௛ ௫
௖௛ ௫

=  - ݔ ℎݐ 
гиперболалык тангенс (ܿℎ ݔ ≠ 0), 
ݕ = ௖௛ ௫

௦௛ ௫
=  сݐℎ ݔ – гиперболалык 
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котангенс (ݏℎ ݔ ≠ 0) функциялары деп аталышат.  

ݕ      ݕ так , ал эми ݔ ℎݏ = = сℎ ݔ жуп функциялар болушуп, X≡ ܴ 
къпт\г\ндъ аныкталышат. Бул эки функциялардын графиктери 6.43 – 
чиймеде кърсът\лгън.        Алардын гиперболалык синус, косинус  
функциялары деп аталышынын себеби, айрым касиеттеринин 
тригонометриялык функциялардын касиеттерине окшоп кеткендигинде. 
Чынында эле 

  ܿℎ(ܽ ± ܾ) = ܿℎ ܽ ∙ ± ܾ ℎݏ   ܿℎܾ ∙ , ܽ ℎݏ  

ܽ) ℎݏ ± ܾ) = ܽ ℎݏ ∙  ܿℎ ܾ ± ܾ ℎݏ ∙ ܿℎ ܽ  теёдештик формулаларынын 
орун аларын текшерип кър\\гъ болот. 

ݕ       = ݕ  , ݔ ℎݐ = сݐℎ ݔ  функцияларынын графиктери 6.44 – чиймеде 
кърсът\лгън. 

        Гиперболалык функциялар ъз ара бир маанил\\ чагылтууларды 
ишке ашырышкандыктан аныкталуу областтарында, алардын тескери 
функцияларын табууга болот. 

       Эскерт\\: Каралган элементардык функцияларды алгебралык, 
иррационалдык, трансценденттик деп бъл\п да айтышат. Эгерде 
функцияны бер\\ эреже – мыйзамы арифметикалык търт амалдар жана 
б\т\н даражага кътър\\ катышкан формулаларга негизделсе, анда аны 
алгебралык функция дешет. Демек даражалуу, къп м\чъ, рационалдык 
функциялар алгебралык функцияларга киришкени менен, аларда 
радикалдар (тамыр чыгаруу талабы) катышып калса, иррационалдык 
функциялар болуп калышат. Арифметикалык търт амалдан башка, жаёы 
символдор менен белгиленген  sin , ݔ cos ݔ ,  log ݔ , ܽ௫  сыяктуу амалдар 
катышкан функциялар трансценденттик функциялар болушат. 

       Бардык алгебралык, иррационалдык, трансценденттик функциялар 
жана алардын ар кандай суперпозицияларынан турган функциялар, 
элементардык функциялардын классы деген атты алган.  

       6.2.5 Атайын функциялар 

     Функцияларды аналитикалык жол менен берил\\ ыкмаларынын 
къпч\л\г\, арифметикалык амалдарга негизделген формулалар 
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болушса, айрымдары геометриялык ченъъ амалдары менен байланышат. 
Мисалы бирдик тегеректеги бурчтарды, жааларды, кесиндилерди сандар 
менен ченъъ эрежелеринен тригонометриялык функциялар т\з\лд\. 
Бирок практикалык колдонууларда функцияларды т\з\\н\ чектебестен, 
кеёири мааниде же жаратылыш кубулуштарынын табиятын 
т\ш\нд\р\\ч\ жана аларды чечмелъъ жолунда колдонууга м\мк\н 
болгон аппарат (каражат) катарында т\ш\н\\ зарылчылыгы келип 
чыгат. 

     Адам баласынын д\йнъ таануу жолунда, бирде теориялык изилдъъ 
алдыга кетсе, бирде практикалык байкоодон келип чыккан 
жыйынтыктар алдыга кетип олтурат. Мисалы 1929 - жылы англиялык 
математик – физик Поль Адриен Мерис Дирак, электр жана магнит 
талааларында ътъ тез ылдамдык менен кыймылдаган электрондун 
абалын м\нъздъъч\ функцияны сунуш кылып, теориялык жактан 
кванттык физикага олуттуу жаёылык киргизген. Анын бул теориясы 
убагында колдоо таппаса да, 1932 – жылы экспериментте ырасталып, 
электрондун анти бъл\г\ болгон оё заряддуу – позитрон табылган соё, 
окумуштуулар д\йнъс\ндъ чоё сенсацияны жараткан. Ошентип 
биринчи жолу Дирактын “Кванттык механиканын принциптери” аттуу 
эмгегинде колдонулган функция, дельта – функция деген ат менен 
белгил\\ болуп, тажрыйба менен теориянын бирин - бири толуктап, 
жетелеше ж\ргън\нъ мисал болуп калды. 

     6.7 Аныктама.  Дельта – функциясы деп 

 න δ
ାஶ

ିஶ

ݔd (ݔ) = 1 

 шартын канааттандыруучу, 

(ݔ)ߜ = ቊ
0 , эгерде ݔ ≠ 0, > ݔ 0, ݔ > 0 болсо, 
 ∞ ,                           эгерде  ݔ = 0 болсо

�              (6.7) 

символу менен белгиленген функцияны айтабыз. 

     Дельта – функциянын негизги ъзгъчъл\г\ болуп,  
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න ƒ(ݔ) ∙ (ݔ)ߜ
ାஶ

ିஶ

ݔ݀ = ƒ(0)                            (6.8)                 

теёдештигинин жардамы менен, аны  ߜ: ƒ(ݔ)  →   ƒ(0) чагылтуусун 
ишке ашыруучу оператор катарында колдонууга м\мк\н экендиги 
эсептелет. ݔ ъзгър\лмъс\н  Оݔ огу боюнча ܽ бирдик оё жакка 
жылдырып, (6.7) , (6.8) формулаларын 

ݔ)ߜ − ܽ) = ቊ
0 , эгерде ݔ ≠ ܽ, > ݔ ܽ, ݔ > ܽ болсо, 

∞ , эгерде  ݔ = ܽ болсо
�        (6.9)       

න ƒ(ݔ) ∙ ݔ)ߜ − ܽ)
ାஶ

ିஶ

ݔ݀ = ƒ(ܽ)                               (6.10)                     

кър\н\штърдъ жазып, колдонууга болот.    

     Дельта – функциясынын 
графигин (6.7), (6.9) учурлар \ч\н 
6.45 , 6.46 – чиймелерде кърсътъб\з. 

     Мындай кайсы бир атайын 
кубулуштарга ылайыкташып т\з\лгън 
функцияларды, атайын функциялар 
деп атайбыз. Математикада Дирактын 
атайын функциясынан башка 
Гриндин, Лагеррдин, Якобинин, 
Эрмиттин, Неймандын, Хиллдин, 
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Вейерштрасстын ж.б.у.с. , къптъгън атайын функциялар кеёири 
колдонулуп ж\рът. 

      

6.2.6 Скалярдык аргументт\\ вектор – функция 

     /ч ченемд\\ ܴଷ мейкиндигинде кандайдыр бир L траекториясы 
боюнча М материалдык чекити кыймылдап ж\рс\н дейли (6.47 - 
чийме). Анда убакыттын ар бир ݐ ирмеминдеги М чекитинин абалын: М 
чекитине туура келген ⃗ݎ  радиус векторунун узундугу, багыты,  ݒ ሬሬሬ⃗  
ылдамдыгы жана ܽ⃗  ылдамдануусу аркылуу м\нъздъп аныктай алабыз. 
Ошондуктан бул векторлордун ар бирин ݐ санына (скалярына) карата   
ݎ⃗ = ሬሬሬ⃗ ݒ  ,(ݐ)ݎ⃗ = ሬሬሬ⃗ ݒ ⃗ܽ  ,(ݐ) =  кър\н\ш\ндъг\ функциялар деп (ݐ)⃗ܽ
эсептъъгъ болот.  

     6.8  Аныктама. Эгерде  ݐ скалярынын ]ߙ,  интервалындагы ар  ]ߚ
бир маанисине, кайсы бир эреже – мыйзамдын негизинде бир ܽ⃗ вектору 
тиешелеш коюлса, анда бул эреже – мыйзамды  ܽ⃗ =  кър\н\ш\ндъ (ݐ)⃗ܽ
жазып, скалярдык аргументт\\ вектор – функция дейбиз. 

     Айталы ଓ⃗ , ଔ⃗ , ሬ݇⃗  векторлору ܱݖݕݔ - декарттык координаталар 
системасынын орттору же базистик векторлору болушсун, анда ܽ⃗ 
векторун базистик векторлор системасы боюнча ажыратып, ܽ⃗ = ,ݔ} ,ݕ   {ݖ
координаталары менен 

  ܽ⃗ = ଓ⃗ݔ + ଔ⃗ݕ + ሬ݇⃗ݖ                                                          (6.11) 

 кър\н\ш\ндъ жазууга болот. Эгерде ݐ скалярына карата  ܽ⃗ =  (ݐ)⃗ܽ
вектор – функция болсо, анда анын координаталары да  ݐ га карата 
функция болушуп,  

  ቐ
ݔ = ,(ݐ)߮
ݕ = ,(ݐ)߰
ݖ = ,(ݐ)ߟ

ߙ   � < ݐ <                    (6.12)          ߚ

кър\н\ш\ндъг\ параметрдик теёдеме менен жазылат. Бул учурда (6.11) 
вектор – функция катарында  

(ݐ)⃗ܽ     = ଓ⃗(ݐ)߮ + ଔ⃗(ݐ)߰ + ሬ݇⃗(ݐ)ߟ     (6.13)                                                                                  
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кър\н\ш\ндъ жазылат. Ошентип скалярдык аргументт\\ ܽ⃗ =  (ݐ)⃗ܽ
вектор – функциясын параметрдик (6.12) функциялар, же вектордук 
жазылыштагы (6.13)  кър\н\штър\ндъ бер\\гъ болот. 

     М чекитин кыймылдаган издерин туташтыруучу  L  т\з\, координата 
башталышы О(0; 0; 0) чекитинен чыгуучу ܽ⃗ =   радиус – векторунун (ݐ)⃗ܽ
учтары сызган ийри болуп эсептелип, вектор – функциянын годографы 
деп аталат. Ошентип (6.12)  теёдештиги  L ийрисинин параметрдик 
теёдемеси болсо, ал эми ийринин вектордук теёдемеси 

(ݐ)⃗ܽ = ଓ⃗(ݐ)߮ + ଔ⃗(ݐ)߰ + ሬ݇⃗(ݐ)ߟ ߙ    ,  < ݐ <   (6.14)                     ߚ

кър\н\ш\ндъг\ вектор – функция болот.   

                                           


