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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ 

ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

MIXED PROBLEM FOR A NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION OF
FOURTH ORDER

Аннотация: Рассмотрены вопросы однозначной разрешимости и построения решения 
одной смешанной задачи для нелинейного дифференциального уравнения с суперпозицией 
параболического и гиперболического операторов. Использован метод Фурье, основанный на 
разделение переменных. Получена счетная система интегральных уравнений. Установлен 
критерий однозначной разрешимости поставленной смешанной задачи и доказана 
соответствующая теорема.

Abstract: This article considers the questions o f one-valued solvability and constructing the 
solution of mixed value problem for a nonlinear differential equation with superposition o f parabolic and 
hyperbolic operators . Is used the Fourier method based on separation o f variables. It is obtained the 
countable system o f nonlinear integral equations. The criterion o f one-value solvability o f the considering 
problem is installed. Under this criterion is proved the one-valued solvability o f the problem.
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. Математическое моделирование многих процессов, происходящих в реальном 
мире, приводит к изучению смешанных, краевых и обратных задач для уравнений в 
частных производных. Теория смешанных и краевых задач, в силу ее прикладной 
важности, в настоящее время является одним из важнейших разделов теории 
дифференциальных уравнений.

Исследования многих задач газовой динамики, теории упругости, теории пластин и 
оболочек описываются дифференциальными уравнениями в частных производных 
высоких порядков. С точки зрения физических приложений представляют большой 
интерес и дифференциальные уравнения четвертого порядка (см., напр. [1-5]).

Метод разделения переменных при исследовании дифференциальных и интегро- 
дифференциальных уравнений в частных производных применяется в работах многих 
авторов, в частности в [6-14].

В настоящей работе изучается однозначная разрешимость смешанной задачи для 
следующего дифференциального уравнения четвертого порядка •

1 fd э П f 92 a 2
Kdt d x 2 , [ d t 2 d x 2 J

u(t ,x) = f ( t , x , u ( t , x ) , u ( b ( t , x ) , x ) ]  (1)

со смешанными условиями
и\( ^ x ) j ,6(_oo,o] = 9 l ( ^ x ) 5M 

и |,=0 =(р2(х), к 

u( t , x ) |Y=0 = u( t , x ) jx=/ = и xx(t,x)
LXoJUtfW2—  *

7а м 1 ы ш )  /

(2)

(3)
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где f ( t , x , u & ) c C ( D x R 2), ф Д х  )е  С 5(D /) , Ф / ( * ) | ,=о= (р / ( ^ ) |х=/=

= ф"- (х) | д-=о“  Ф / (х) | л-=/=  i = l ’3 - Ф1(0,х) = ф ,О ), D = D T xD, ,

D T = [ O j ] ,  D,  s [ 0 , / ] ’, 0 <  / <oo,  0 < Г < о о ,  S ( t , x ) * t .
Решение данной задачи разыскивается в виде ряда Фурье:

СО

u ( t , x )  = X  а„ (О  ь „ ( х ) , (t , x ) e D , ('
4 П  = 1

где b п ( х )  -■ sin А, п х  Д Я Л ,  и = 1 ,2 ,.. . .

В прямоугольнике D  рассмотрим Соболево пространство (Z)). Это - класс 

функций u(t ,x)  из L p (D),  обобщенные производные которых порядка к суммируем 

со степенью р  > 1.

Определение. Если функция n(t ,x)  е  W2_ (D) удовлетворяет следующего 
интегральному тождеству

TI
J j ]  u(t,x) 
00

а-
-ф

d t 3 Э?2
-Ф

а

<3х'

с

Эг

- /  я 2 ^
■фО

дх' I

= “ J<Pi
д 2 д

— =Ф  + —
д / 2 5 /

Z о2 А
Ф

v5 x 2 j

+ |<Р: э  а "
—  Ф 4------- Ф
dt д х 2

д  Лл+ — - Ф
дх'
I

д  л,+ ----- г Ф
Э х 4

d x  +

J/=o

- / Ф dxd t

dx  -  |ф3 [ф ] dx  
-t=о 0 /=0

для любого Ф (7,х) е С 3,4 (Z)),to функция u { t , x ) называется обобщенным решени 
смешанной задачи (1)-(3).

Покажем, что коэффициенты Фурье решения смешанной задачи (1)-(3) 
собственным функциям b п ( х ) удовлетворяет следующую счетную систему нелинейн 
интегральных уравнений (ССНИУ):

а Л  0  “  Ч'и (0  + ”
1 п

+ — \ \ f ( s , x , Q d ( s ) , Q a ( b ( s , x ) ) ) b n( x ) G n( t , s ) d x d s ,  t e D T ,
к л О О

где ,,, ^иФ 1« + Фз« -Д/ Фз п ^
ф Д 0  =  — п — Г1 — е  + -------- --------- 7 COS l j  +

^  п п х 2п + х 4п



ОшМУЖарчысы, №2, J 2017

G„(t ,s)  = iL' e ^ - u O  0 + x  /7sin A. n ( t ^ s ) ~  cos A, n (t - s )

A „ (1 + A, l) ]~M' n• , ; ;•.;,? l .. .
Действительно, согласно определению решения смешанной задачи 

|fl)-(3) имеем - ; -
|  Л  J  .х .

j.H X  ап ( 0 ‘Ь„(х)
\ §с*! п =i

a J

‘ а ? 3
ф -

д ‘ (  а 2 А 
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d t ' дх'

(  о2 А

d t

д
дх'

-Ф

- / Ф  } d x d t  = -  Jcp,

+ /Я>2

а 2 . а 
а / 2 а?

а

А й 2 Аа
ах-

-ф +
а-

- ф + — -
а /  а .г

■ф

а х 
/

ф

а х 4

d х +

Ф

щ=о

d  х -  Jq>3 [ Ф] с/х . (6 )
—I/ = о о /=0

Пусть в (6) Ф = Ф т (Г, х ) = g( t )b т (х )  е  С 0-4 (D ). Тогда имеем
Т1

Я
00

2 Х  ( t ) b„ ( x ) x
/7=1

Xг£ ' " ( {)ь т(х ) + К , ё " ( №  (х) -  g \ t ) b m{x) + (х)
- f ( t , x , Qa( t ) , Qa( b{ t , x ) ) ) g ( t ) bm( x ) } d x d t  =

00 ■

E a „ ( O i „ ( * ) l - g " ’( 0 + ^ g " ( 0 - ^ g ' ( f ) + T „ g ( r ) > „ ( ^ ) -
/7 =1

-  f ( t , x ,Qa( l ) ,Qa(b( t , x) ) )g( t )bm(x) } d x d t  = 0.

7/

- Я00

Учитывая, что система функций ^ „ ( х )  J образует полную систему 

•артонормированных функций в L2 ( D / ) , из последнего равенства имеем
7~1 к  (0 -(-«"'(0+ И  г"(0-  И  g'(0+ У, г (0 )-

J / ( k x , ^ a ( 0 , ^ a ( 5 ( k x ) ) ) g ( 0 b /7(x)afx  •
о

d t ~  0.

Отсюда, интегрируя по частям и учитывая свойство обобщенного решения, имеем

’? | g ( 0 k  + +
О

/
-  Jf ( t  ,х , Qa( t ) ,Qa(b( t  ,x))]bn(x)d х d t  = 0. 

о
(7)

Поскольку g( t )  ^ 0 для всех t G D T, то

3 » (!0  + A/j,a" (0+-А /

O idjZK W IpjguW-tMlLF);
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] f { t , x , Qa( t ) , Qa(8( t , x ) ) ) bn(x)dx. (Ц

Решая систему (8) методом вариации произвольных постоянных, получим

а „ ( t) = C ]ne х "( + С 2„ cosh „t + C 3n sm X nt +
t l1

+ —  J \ f ( s , x , Qa{ s ) , Qa{ b { s , x ) ) ] bn{x)Gn( t , s ) d x d s ,  t e D T, (S
4 . 0  0

где G n(t ,s) = \ in e 5) +X „sin A. n ( t - s ) - c o s X  „ ( t - s )

v i
n „ = A, „ (l + я .; )  J .

Для того, чтобы определить коэффициентов С 1п (/ = 1 ,3), используем условия:

а„ (0) = фl/,» а'п (0) = Ф2/?» а"п (0) = Фз,7,/ , ____
где ф /и = Jcp/ ( x ) b  п ( x ) dx  , /  — 1,3 , х е D, . Тогда из (9) получим ССНИУ (5). 

о
Теперь рассмотрим однозначную разрешимое^ ССНИУ (5).
Лемма. Пусть выполняются следующие условия:

/ /
0,1. max f f [ s , x , Q a ( s ) , Q a ( b ( s , x ) )

t e D T о ' V
ds  < A <  oo;

LjJD ,)
. t

2. /  (t , x , u , $ ) e  Lip \Fx( t , x ) \ Ut3], где max ds«x>;r tl" ' ' ~~ M * "* 7 0 ” “ AVWA ,,!A i ' |IL 2 (D/)'
•— ‘ 0

3- l ' i ' ( 0 | B 2 ( n < “ -

Тогда ССНИУ (5) имеет единственное решение в пространстве В 2(Т) . Кроме 
того, имеет место оценка

a(t)  -  q k(t) <
в2(Т)

< 5,
< —  max 

к\ teDTЮ
Д>(0/)

d s exp S 2 m ax Л И ^ ) | С (0()^
i&Dj 0

(1

где F  ( s , x ) = 2 Ft ( s , x ), 5 ] и 5 2 - некоторые положительные постоянные.
Доказательство. Используем метод последовательных приближен 

Итерационный процесс Пикара определим следующим образом:

a°„(t) = \Yn{ t ) , t e D T, а кп+х (0  = Ч '„ (0  +
1 1

+ -^~\ j f ( s , x , Q a k(s) ,Qak(b(s,x)))x 
А. ^

f Кроме того, при докфаТ
, к = 0 ,1 ,2 ,3 ,..., t e D T

(* ГГ ГЧТТ1. О VPM гд(хг\оттятт̂ тттт̂> v m  w u u j u u  i v n x i v
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\а\
100

я  Д ОI В2(П V п=\

В силу условий леммь| для первой разности a ln( t ) - a®(t), используя неравенства 
ра и Бесселя, из (11) получим ,

a \ t ) ~  a°(t) <
В 2(0

<1 I 1 t l -12

n=1
0 ° J

X
Я  f o bn(x)Gn(t,s) d x d s

и oo 
11

<

П=1 ^  n 00

<
,---------- r
у — z

/7 = 1

11
JJ|/o|-|M*)|* ^ ( m )
00

d x d s <

»=1 0 0 d x d s  <

t  00

SmaxJ j X  G„(/,s)
,e° T 0 U =1 1z

/7=1

/ -i 2

LO
ds <

< M XM 2 max \ \ \ f 0\\L2(D/)d t < M ]M 2 A ,
teD To

(12)

fk = f [ s , x , Q a k( s ) , Qd k{ b { s , x , Qa k{s)))\  к = 0 ,1 ,2 ,...,

A- . Mo =шахШ(/.5) .
B2{t)/7 = 1 ^ / 7

, M 2 =max G(7,s)
( / ,5 )  11

2 j ■
Для второй разности a "(t) — a (t) аналогично имеем

d 2( t ) - a \ t )

11

11

В 2(0
< M XM 2 Jflyi - f 0 \ d x d s <

oo

< M \ M 2 \ \ F( s , x ) J]  a ]„{s ) -a0n(s) -|bn{x) \dxds<
0 0 /7=1
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< [ м ] A<f2 )2Д J|F (s ,x )||L (D/)ds ,  ( t , x ) e D , ( 13)

где F ( s , x ) = 2F\(s,x).
С учетом (13) для последующей разности a^(t) — a~(t)  из (11) получим 

следующую оценку

a \ t ) - a A(t) <
в2( 0

< ( м , М 2)3Д j]|/ r (‘J ’* ) | L, (D/) II F ( 9 ,^ ) | |L2 {Di)d Q d s <

< A
(M ! M 2 )

?! i 2(0/)
d s

Продолжая этот процесс для произвольного натурального числа к , аналогичным 
образом получим

й * + | ( 0 - а * ( 0
В j ( l)

<< А
( м ]м 2)к+{

ик

-I к
j]|F(5,x)ll, ,„,dsI L2(D,y (14)

Далее, в силу
(14)получим

d ( t ) - d k+\ t ) <
в 2(0

< M tM 2 f l f ( s , x ) | | i2(D;)
О

5(5) -  a k ( s )

a(s)~ a k+] (s)

B2(s)
d s <

B2(s)
d s

Jr M ]M2 max jjj/r (s ,x ) ||
teDj- L2(Di ) d k+[( s ) - d K (s)-* к ,

< A
Цм2)

k\

k+1
-max
l eDj ЛИ*>xl11 (.,(£>,Л52(H

it
+

d s  <

M ,M 2 Л|F(s ,x
l2(do

a(s) -  a k+\ s )
B2(s)

d s . (15)

Применяя к (15) неравенство типа Гронуолла-Бельмана, получим (10). 
Существование решения ССНИУ (5) следует из оценок (12) и (14), так как при к —»со

последовательность функций |а ^ ( ? ) |  сходится равномерно по t к функции

a {t) е B2( t ) . Покажем единствсннргбт]

ССНИУ (5) имеет два решения: d(CVe 'Щ.($ 
получим

JUf fC C U ^iSU W j^ ft* U . I t.

щЪния в пространстве Пусть
ДАЛ

|)’,е B2(t). Тогда для их разности

2
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a ( l ) - m  S M , M 2 jl|/=-(5,x)l a ( s ) - H s )  d s .  (16) 
, - K o . 2V

юняя к- (16) неравенство типа Гронуолла-Бельмана, получим, что

? ( / ) - а ( о [ В20 ̂  = 0 для всех t е  [ 0 ; Г  ]. Отсюда следует единственность,решения 

1У (5) в пространстве #2(0 •
Подставляя ССНИУ (5) в ряд (4), получим формальное решение смешанной задачи

SHJ):
.. со

u(t ,x)  = X  &л(*)[ч/л (0  +

1 / /
+ ^ x)))bn (A-) G n(t , s )d x d  s

^  n 00 '
л  2  A  4,  л A n Ф 1« Ф 3rt —X ~t A n Ф \ n ~ Ф Ъп «

\j;„ (0  = --------------:---- e n + ------- ------- 7---- cos X j  +
\ 2n + \ * T 2 I T 4

Л n +  A n

^  л Ф 1/7 + 0  + ^  я)ф2л + ( РЗ/7  . A .------sin A. n t ,

2
+ A „sinA. „ ( / - 5) -c o s A  n( t - s )

u(J 7 Й
<

1 l l

A«00

7  I M L + - J 7  " . £ / J | / | - | M * )  И <?.(»,*)
1 L ' 1 V / Й =10 0

2
< -

2 / 100

A?,Г о V л=1

c u m h s *-—  47

/ZJXc'H /tJneM ^ Q p, 1/ ,  К

-̂0? 0  > *0 Ц. „

И л ^ я О + ^ Г 1» b A x ) = ^ J sin^ „ x A „ = ^ y ,  n = 1 ,2 ,.. . .

Покажем сходжость ряда Фурье (17). Для этого используем неравенства 
енсовского и Гельдера, а затей - неравенство Бесселя. Тогда в силу леммы для (17) 

.чаем

IMI<2 + .

f f f ( s , x , Qa( s ) , Qa(8( s , x ) ) )bn( x)G„{ t , s )dxds  <
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где

/  = / ( $ , * , (2 f l(s ) ,0 f l(5 (s ,x ))) , М , =
X

М 9 = max
“ (М)

G(t ,s)

2
B2(t)

Итак, нами доказана, что справедлива следующая
теорема. Пусть выполняются условия Леммы. Тогда смешанная задача (1)-(3)

однозначно разрешима в прямоугольной области D .
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