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Ω2 = Ω ∩ {y < 0, x + y < 0} , Dj = Ωj × (0, c) , j = 0, 2, OP = Ω ∩ (y = 0) ,
OQ = {(x, y) : x + y = 0, 0 < x < 1/2} , OM = {(x, y) : x = 0, 0 < y < 1} , OM∗ =
MM∗\OM, O(0, 0), M (0, 1) , M∗ (0,−1) , ïðè÷åì çäåñü γ = const ∈ R, 0 < γ < 1/2.

Â îáëàñòè D óðàâíåíèÿ (1) ïðèíàäëåæèò ñìåøàííîìó òèïó, à èìåííî: â îáëàñòè
D0− ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, à â îáëàñòÿõ D1 è D2− ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó. Ïðÿìî-
óãîëüíèê OP × (0, c) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè èçìåíåíèÿ òèïà óðàâíåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü D0 óäîáíåå îïðåäåëèòü â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
(r, ϕ, z) â ñëåäóþùåì âèäå: D0 = {(r, ϕ, z) : r ∈ (0, 1) , ϕ ∈ (0, π/2) , z ∈ (0, c)} , r =√

x2 + y2, ϕ = arctg (y/x) .
Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D èññëåäóåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
Çàäà÷à F(2). Íàéòè ôóíêöèþ U (x, y, z) , óäîâëåòâîðÿþùóþ â îáëàñòè D óðàâíå-

íèþ (1) è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

U (x, y, z) ∈ C
(
D̄

) ∩ C2,2,2
x,y,z (D0 ∪ D1 ∪ D2) ,

U (x, y, z)|x=cos ϕ, y=sin ϕ = f (ϕ, z) , ϕ ∈ (0, π/2) , z ∈ (0, c) ,

U (0, y, z) = 0, y ∈ [0, 1] , z ∈ [0, c] ,

Ux (x, y, z)|x=0 = Ux (x,−y, z)|x=0 , y ∈ (0, 1) , z ∈ (0, c) ,

U (x, y, z)|z=0 = U (x, y, z)|z=c = 0, (x, y) ∈ Ω,

à òàêæå óñëîâèþ ñêëåèâàíèÿ

lim
y→−0

Uy (x, y, z) = lim
y→+0

Uy (x, y, z) , x ∈ (0, 1), z ∈ (0, c) ,

ãäå f (ϕ, z)− çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïîäîáíûå çàäà÷à ïðè γ = 0 è γ 6= 0 èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [1] è [2] ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò
íåêëàññè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Íåêëàññè÷åñêèì íàçûâàþò òå ìîäå-
ëè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷üè ïðåäñòàâëåíèå â âèäå óðàâíåíèé èëè ñèñòåì óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íå óêëàäûâàþòñÿ â ðàìêàõ îäíîãî èç êëàññè÷åñêèõ òèïîâ
- ýëëèïòè÷åñêîãî, ïàðàáîëè÷åñêîãî èëè ãèïåðáîëè÷åñêîãî. Â ÷àñòíîñòè, ê íåêëàññè-
÷åñêèì îòíîñÿòñÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùèå óðàâíåíèåì ñìåøàííîãî òèïà (óðàâíåíèÿ
Òðèêîìè, Ãåëëåðñòåäò), âûðîæäàþùèìñÿ óðàâíåíèÿìè (íàïðèìåð óðàâíåíèå Êåë-
äûøà) èëè óðàâíåíèÿìè Ñîáîëåâñêîãî òèïà (íàïð. óðàâíåíèå Áàðåíáëàòà- Æåëòîâà-
Êî÷èíîé).

Óðàâíåíèå Ñîáîëåâñêîãî òèïà, èíà÷å óðàâíåíèÿìè, íåðàçðåø¸ííûå îòíîñèòåëü-
íî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ïîñëå èçâåñòíîé ðàáîòû Ñîáîëåâà [1] ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì
èññëåäîâàíèÿ äëÿ ìíîãèõ àâòîðîâ. Îáçîð ýòèõ ðàáîò ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ
[2-4].

Âàæíûì êëàññîì óðàâíåíèé Ñîáîëåâñêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Áóññèíåñêà-
Ëÿâà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

∆xuyy (x, y) − uyy + ∆xu (x, y) = 0 (1)

êîòîðîå îïèñûâàåò ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ âÿçêîé ñòðàòèôèöèðîâàí-
íîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà, ãäå ∆x � ìíîãîìåðíûé îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷è Êîøè, ñìåøàííûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé
Áóññèíåñêà-Ëÿâà ïîñâÿùåíû ðàáîòû C.À.Ãàáîâà, À.Ã. Ñâåøíèêîâà, Ì.Î. Êîðïóñî-
âà, À.Á.Àëüøèíà, Þ.Ä. Ïëåòíåðà, À.È.Êîæàíîâà, Â.È.Æåãàëîâà, À.Í.Ìèðîíîâà,
Å.À.Óòêèíîé è äðóãèõ.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè â êëàññè÷åñêîì
ñìûñëå àíàëîãà çàäà÷è Äàðáó äëÿ óðàâíåíèÿ

Lα (u) =
∂2

∂y2

(
∂2u

∂x2
+

2α

x

∂u

∂x
− u

)
+

∂2u

∂x2
+

2α

x

∂u

∂x
= 0 (2)

ãäå α ∈ R, ïðè÷åì 0 < α < 1/2 .
Ïàðàìåòð α âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (2), îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòè óðàâ-

íåíèÿ è çàäà÷ ñ íèì ñâÿçàííûõ. Ïðè α = 0 óðàâíåíèå (2) ïåðåõîäèò â îäíîìåðíîå
óðàâíåíèå Áóññèíåñêà-Ëÿâà (2), à ïðè α = (m − 1)/2 ïîëó÷èì îñåñèììåòðè÷íûé
ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2), ïðè÷åì â ïîñëåäíåé ñëó÷àå ïåðåìåííîå x âûïîëíÿåò ðîëü ïå-
ðåìåííîé r =

√
x2

1 + x2
2 + ... + x2

m â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Èçâåñòíî, ÷òî âûðîæäàþùèåñÿ è ñèíãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îáëà-

äàþò òîé îñîáåííîñòüþ, ÷òî äëÿ íèõ íå âñåãäà èìååò ìåñòî êîððåêòíîñòü êëàññè-
÷åñêèõ çàäà÷. Íà ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñóùåñòâåííî âëèÿþò ìëàäøèå êîýôôèöèåíòû.
Òàêèå âîïðîñû äëÿ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïî÷òè íå èññëåäîâàíû. Óðàâíåíèå (2) ïî êëàññèôèêàöèè ðàáîòû [5], ïðèíàäëåæèò
ãèïåðáîëè÷åñêîìó òèïó. Ïðÿìûå x = const, y = const ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè
äâóêðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â òðåóãîëüíèêå Ω, îãðàíè÷åííîé îòðåçêàìè AC èBC õàðàêòåðèñòèê x = 0, y = h
(h > 0) óðàâíåíèÿ (2) è îòðåçêàìè AB ïðÿìîé y = x, ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äàðáó.

Çàäà÷à Äàðáó. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì

u(0, y) = ϕ(y), ux|AB = ν1(x), uxy|AB = ν2(x), uxxy|AB = ν3(x)

ãäå ϕ(y), νk(x) (k = 1, 3) - çàäàííûå ãëàäêèå ôóíêöèè.



Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûõ ðàçäåëîâ... 103

Äàííàÿ çàäà÷à ðàíåå íå èññëåäîâàíà. Èññëåäîâàíèåì ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ îäíî-
ìåðíîãî îáùåãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òèïà (2) ñî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé uxxyy è ñ ãëàä-
êèìè êîýôôèöèåíòàìè çàíèìàëèñü À.Ï. Ñîëäàòîâ, Ì.Õ.Øõàíóêîâ, Â.È.Æåãàëîâ,
À.Í.Ìèðîíîâ, Å.À.Óòêèíà, A.Maher è äðóãèå.
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

xnuxx − |y|m uyy = 0, x ≥ 0, 0 ≤ n < m < 1, (1)

ãäå m = m1, n = n1 ïðè y > 0 è m = m2, n = n2 ïðè y < 0, â êîíå÷íîé îáëàñòè Ω,
îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòèêàìè

AC :
2

2 − n1

x
2−n1

2 − 2

2 − m1

y
2−m1

2 = 0, BC :
2

2 − n1

x
2−n1

2 +
2

2 − m1

y
2−m1

2 = 1,

AD :
2

2 − n2

x
2−n2

2 − 2

2 − m2

(−y)
2−m2

2 = 0, BD :
2

2 − n2

x
2−n2

2 +
2

2 − m2

(−y)
2−m2

2 = 1

óðàâíåíèÿ (1).
Ïóñòü Ω+ = Ω ∩ (y > 0), Ω− = Ω ∩ (y < 0), I � èíòåðâàë 0 < x < 1 ïðÿìîé y = 0,

à

u(x, y) =





u+(x, y), (x, y) ∈ Ω+

u−(x, y), (x, y) ∈ Ω−

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè Ω± èìååò âèä
[1]

u± (x, y) = 2 (1 + 2p) γ1x
n/4

∫ 1

0

zp (1 − z)p tqF (q, 1 − p; p; θ) τ± (t) dz


