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Перечень условных обозначений и основных определений 

 

Обозначения 

– эквивалентность (равносильность) высказываний; 

||    – коллинеарность векторов; 

   – ортогональность векторов; 

nE  – n -мерное евклидово пространство; 

 n21 x,...,x,xXX


   –  радиус-вектор точки X  ; 

 
i –  интегральная линия векторного поля ie


; 

 id  – символ дифференцирования вдоль линии i  (или по направлению 

вектора ie


); 

  – внешнее произведение; 

 ji2 e,e,X


  – двумерное распределение; 

 ie,X


 – прямая, проходящая через точку X  с направляющим 

вектором ie


; 










ji,0

ji,1
j

i  – символ Кронекера ( ij

ij ,  – только в таком смысле); 

Запись вида i

iba  обозначает, что по i  производится суммирование; 

«Плоскость» – собственное подпространство любой размерности 

основного пространства nE ; 

j

iF  – псевдофокус прямой    jie,X i 


; 

p  – p -мерное распределение  np  ; 

рМ


– вектор средней кривизны распределения p  в nE ; 

n  – сеть Френе в n
E ; 

n
  – циклическая сеть Френе; 

j

ik  – i -тая кривизна линии j  сети n ; 
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ijk


 – i -тый вектор кривизны линии j  сети n ; 

ijij ed


  –-вынужденная кривизна линии i  вдоль направлении je


. 

 

Основные определения 

 

Говорят, что в области G  n -мерного вещественного C – 

многообразия M  задана сеть n , если в G  заданы n  семейств линий 

таких, что через каждую точку GX   проходит одна и только одна линия 

каждого семейства, причем векторы, касательные к этим кривым в точке X, 

образуют базис векторного пространства XT  – касательного пространства к 

многообразию M  в точке X  [11].  

Точка  1e,XS


 , определяемая радиус-вектором 1eXS


 , 

называется фокусом [5] прямой  1e,X


, если dS || 1e  при смещении точки 

X  по площадке  32 e,e,X


 (т.е. 01  ). 

Псевдофокусом касательной  ie,X


 к линии i  данной сети 

называется такая точка  i
j

i e,XF


 , смещение которой принадлежит 

плоскости  n1i1i1 e,...,e,e,...,e,X


 , когда точка X смещается в направлении 

линии )ji(j   [5]. 

Линии   iii f,    называются двойными линиями отображения 

f , если касательные к ним, взятые в соответствующих точках X  и  Xf  

пересекаются, либо параллельны [15]. 

Для линии i  сети p  в 4
E  (все 

k =0, кроме 
i , i -

фиксировано) ( i, j 1,..., p ; p 1,...,n   ; k p 1,...,n  ) векторы k

ij ij ka a e , 
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ij ijb b e   называются соответственно вектором относительной и вектором 

вынужденной кривизны поля ie


 вдоль линии j  [65]. 

Сеть 3  в 
3

E  называется сетью Френе для линии 1 , если 

 2e,X


 – касательная к линии 2  является вектором первой кривизны для 

линии 1 ,  3e,X


 – касательная к линии 3  сети 3  является вектором 

второй кривизны для этой же линии 1  сети 3 . 

Сеть 3  в 3
E  называется циклической сетью Френе, если реперы 

     1 2 3 2 3 1 3 1 2X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e     являются, соответственно, 

реперами Френе для линий 1 2 3, ,    одновременно. Ее обозначим через 

3  [48]. 

Полем p  p -мерных подпространств или p -распределением на 

многообразии nX  называется соответствие  

   p n p x n: x X x T X , p n     , 

где  nx XT  – касательное пространство многообразия nX  в точке nXx , 

 xp  – p -мерное подпространство в  nx XT  [29]. 

Вектор i j

p ij

1
M g e

p



   i, j 1,2,..., p, p 1, p 2,...,n     

называется вектором средней кривизны распределения p  [65]. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Данное исследование относится к значительным главам современной 

дифференциальной геометрии – теории отображений гладких 

многообразий. 

Проблемами точечных соответствий пространств одинаковой 

размерности занимались А.П. Норден, В.В. Рыжков, М.А. Акивис, 

В.Т. Базылев и их ученики, а также другие геометры. 

В работе В.В. Рыжкова [62] дан обзор работ по геометрии 

дифференцируемых, взаимно однозначных отображений пространств 

одинаковой размерности. 

Основы геометрии плоских многомерных сетей заложены в работах 

В.Т. Базылева [3]-[5], [7], [9], [11]-[13], [15]. Работы [8]-[10], [14] 

В.Т. Базылева посвящены различным вопросам дифференцируемых 

отображений областей и поверхностей в n -мерном проективном, 

аффинном, евклидовом пространствах, вводится понятие графика 

отображения. 

Теория дифференцируемых отображений евклидова пространства, 

имеет большой интерес не только для самой геометрии, она имеет широкое 

приложение в теоретической физике и в других областях математики. 

Значительный интерес представляют дифференцируемые, частичные 

отображения евклидова пространства, порождаемые заданной сетью, так 

как от выбора сети зависит не только математическое моделирование 

физических явлений и процессов, а также их рациональные решения. 

Данные сети и ее образы в различных отображениях применяются в 

решении многих задач теории линейных и нелинейных волн [66]. 

Настоящая работа посвящена исследованию частичных отображений 

евклидовых пространств 4E , nE , порождаемых заданной циклической 

сетью Френе 
4

 , 
n

  соответственно. 
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 ГЛАВА 1. Некоторые сведения из теории  

 дифференцируемых отображений и сетей 

 

§1.1. Основные сведения из теории дифференцируемых 

отображений 

Геометрии дифференцируемых отображений гладких многообразий 

посвящено большое число работ. Основные понятия и результаты 

дифференциальной геометрии точечных соответствий между 

пространствами приведены в обзорной работе В.В. Рыжкова [62]. 

В работах [8]-[10],[14] В.Т. Базылева рассматриваются различные 

вопросы дифференцируемых отображений областей и поверхностей в n-

мерных проективном, аффинном, евклидовом пространствах, вводится 

понятие графика отображения. 

В работе Л.И. Алексеевой [1] найдены необходимое и достаточное 

условие для того, чтобы график V3 отображения 33 EE:f   был 

поверхностью нулевой скалярной кривизны в случае, когда основание 

отображения образовано характеристическими линиями отображения f. 

Доказано, что вторая поляра точки 3VX   будет при этом конусом второго 

порядка. 

М.А. Чешкова в работе [68] рассматривает две гладкие поверхности 

nM , nM  и диффеоморфизм nn MM:f  . Установлено, что если f 

конформное отображение, а касательные плоскости 
n

pMT  и  
n

pf MT  

ортогональны для всех 
nMp , то в соответствующих точках 

поверхностей равны тензоры Риччи, а отображение nn MM:f   

сохраняет линии кривизны, определяемые относительно векторов средних 

кривизн поверхностей. 



 10 

В работах [72], [73] Й. Микеша рассматривается геодезические 

отображения Римановых пространств и пространств аффинной связности, 

также геодезические отображения Риччи пространств Эйнштейна. 

Т.А. Дулалаевой исследованы [27] различные вопросы 

дифференциальной геометрии пары гиперраспределений в n-мерном 

проективном пространстве. Парой гиперраспределения, заданных в 

областях   и   n-мерного проективного пространства называется 

пара  , , где   – (n-1)-мерное распределение в области   и  – в 

области  , причем области   и   диффеоморфны. В этой работе 

уделяется внимание к изучению свойств сетей двойных линий 

отображения, инвариантно связанной с заданной парой. В работе [28] 

этого же автора доказано, что любая линия, принадлежащая 

гиперраспределению  , является линией пары гиперраспределений  ,  

тогда и только тогда, когда 0n

i  . Геометрический смысл этого равенства, 

заключается в том, что соответствуют площадки гиперраспределений  A  

и  A  в индуцированном отображении *f . Обращение в нуль 

относительного инварианта  n

n  является необходимым и достаточным 

условием принадлежности образа линии n , 0i    1n,1i  ,  nn   в 

отображении f  гиперраспределению  . 

В работах [46], [47] М.Н. Марюкова рассмотрены некоторые 

свойства линий кривизны пары р-распределений, заданных в областях   и 

  пространства Еn, между которыми установлен диффеоморфизм. 

Найдены необходимое и достаточное условия их соответствия в 

отображении f :  . Исследована геометрия пары  pf ,   в n-мерном 

евклидовом пространстве. Парой  pf ,   называется диффеоморфизм f 

области   в область  , где области   и   принадлежат евклидову 
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пространству En и p – распределение, заданное в области  . Установлены 

свойства новых сетей и тканей, определяемых с помощью пары  pf ,  . 

В работе [37] С.В. Киреева рассматривает в проективном 

пространстве отображение g :  , в котором каждая линия двойная, в 

случае, когда области nP   и nP   нормализованы одним и тем же 

семейством гиперплоскостей. В работе [38] она рассматривает 

отображение f области   проективного пространства Pn в области nP  , 

переводящее точку A в точку B. Области   и   нормализованы в смысле 

А.П. Нордена одним и тем же семейством плоскостей AПn-1(A), BПn-

1(A). Исследованы объекты отображения f  и его характеристические 

направления. 

В работе [2] Н. Алиева рассматривает n-мерные евклидовы 

пространства E и D (E,D – ортогональные пространства собственно 2n-

мерного евклидова пространства C, имеющие одну общую точку О). 

Исследовано дифференцируемое взаимно-однозначное отображение T V  

в W, которое переводит область M V  в некоторую область N W . Если 

точка x описывает область M, точка y=T(x) описывает область N, а точка z 

с радиус вектором z x y   опишет область M* поверхности V*, 

называемое графиком отображения T. Доказано, что поле вектора средней 

кривизны порождает на поверхности V и W одномерное распределение F и 

G, соответственно. 

В.И. Грачева в работах [23]-[26] рассмотрела дифференцируемое 

биективное отображение Т области   на  , где 
n nE , E  , причем, 

n-мерные плоскости nn E,E  вполне ортогональны в n2E  и имеют общую 

точку О. Если  1 2 1x , x T x    и i ix , x  соответственно являются 

координатами точек 21 x,x  относительно некоторых ортонормированных 

реперов в nn E,E , то отображение Т описывается функциями 
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 n21

ii x...,,x,xxx  , которые считаются достаточное число раз 

дифференцируемыми и имеющими в области   отличный от нуля 

якобиан. Множество точек 
2n

x E , для которых 1 2Ox Ox Ox  , описывает 

в n2E  n-мерную поверхность, называемую графиком отображения Т. 

Изучены условия соответствия фокусов, а также псевдофокусов, взятых на 

прямых в указанных n-пространствах. 

О.В. Казниной [34]-[36] рассмотрено одно из свойств сетей р  и р , 

сохраняющееся в отображении    rppnp EVEV:f  . Найдены 

признаки некоторых свойств сетей pp V  и pp V . 

В работе [64] Г.М. Силаева исследовала связь сети двойных линий 

отображения поверхностей в n-мерном евклидовом пространстве и ее 

образ при гиперсферическом изображении. 

 В работе [22] А.А. Борубаева и А.А. Чекеева исследованы 

равномерные аналоги некоторых важнейших классов топологических  

пространств, топологических групп и их непрерывных отображений и 

непрерывных гомоморфизмов. 

В работах [48]-[53] Г. Матиевой изучены частичные отображения 

евклидова пространства, порождаемые заданным распределением, при 

этом вскрыты тесные связи между теориями отображений, сетей и 

распределений. 

 Заданием р -мерного распределения р  в некоторой области   

евклидова пространства nЕ  инвариантным образом определяется 

распределение pn , ортогонально дополнительное данному 

распределению. 

 Когда 3n,1p   в области 3E  имеется семейство гладких 

линий (интегральные линии 1-мерного распределения 1 ) такое, что через 

каждую точку X   проходит одна линия этого семейства. На каждой 
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прямой ),( ieX


 (где )e,X( i


-координатные прямые репера Френе для линии 

1  заданного семейства, 3,2,1j,i  ) инвариантным образом определяется 

точка )ji(F j
i  , так называемая псевдофокусом этой прямой. Когда точка 

Х  смещается в области  , точка j
iF  описывает свою область j

i . 

Получается отображение j
if  области   в область j

i  такое, что точка X  

переходит в точку j
iF . Изучены свойства этих частичных отображений 

j
if . 

При p>1 имеется два вектора pnр М,М 


– вектора средних кривизн 

распределений р , pn  соответственно. Когда точка X смещается в 

области nE   точка M, определенная радиус-вектором pnр МММ 


, 

описывает свою область  . Получено отображение f :  такое, что 

точка X переходит в точку M. Изучены некоторые свойства этого 

частичного отображения. 

В работах [16]-[21] Г.М. Борбоевой исследованы 

дифференцируемые, взаимно однозначные отображения поверхностей 

Ф,Ф    DimÔ DimÔ   в одном и том же евклидовом пространстве E , 

порождаемые заданной сетью  . 

Найдены связи между геодезичностью и сопряженностью заданной 

сети и коразмерностью отображаемых пространств, изучена связь 

геометрии этого отображения с геометрией некоторых алгебраических 

образов в нормальной плоскости  XN  поверхности Ф . 

В работах [68], [71], [72] рассматривалась геометрия отображений 

евклидовых пространств nn EE:T  , обобщающие конформные 

отображения. 
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§1.2. Сеть Френе в nE  

 

Рассмотрим кривые в евклидовом пространстве nE . Пространство nE  

является само к себе касательным в любой своей точке и векторы 

сопровождающего репера i

p


 принадлежат самому nE . Мы будем 

обозначать их p


. Абсолютные дифференциалы в формулах Френе 

означают дифференцирование векторов p


 в геометрическом смысле, так 

что формулы Френе примут вид 







































.
ds

d

,
ds

d

,
ds

d

,
ds

d

2n1n
2n

1n1n3n2n
2n

2201
1

11
0













 

В частности, в трехмерном евклидовом пространстве 

12
2

2201
1

11
0

ds

d
,

ds

d
,

ds

d








 








. 

В обычном пространстве, т.е. в евклидовом пространстве 3E , в последних 

двух формулах, как мы знаем, нужно выбрать из знаков   знак . Мы 

получаем формулы Френе в их обычной записи, где 210 ,, 


– орты, 

направленные соответственно по касательной, главной нормали и 

бинормали к кривой, а 21 ,   – соответственно кривизна и кручение. 

Обращает на себя внимание то обстоятельство, что в нашей теории 21 ,   

всегда положительны, в то время как обычно принято приписывать 

кручению 2  знак   в зависимости от “правой” или “левой” 

закрученности кривой. Это связано с тем, что в нашей теории 
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сопровождающий репер будет правым для “право-закрученной” кривой и 

левым для “лево-закрученной”; обычно же сопровождающий репер 

выбирается во всех случаях правым; это и вызывает появление 

отрицательного кручения 2  в случае “лево-закрученной” кривой. 

 Имеет место следующая 

 Теорема. Пусть произвольным образом заданы непрерывные, 

положительные функции некоторого аргумента s  

      101n21 sss,s...,,s,s   . 

Кроме того, в каком-нибудь nE  задан ортонормированный репер 

 1n100 e,...,e,e,M 


, где 1n10 e,...,e,e 


– единичные и мнимоединичные 

векторы, чередующиеся произвольным образом. Тогда в этом nE  всегда 

существует кривая, и притом единственная, вдоль которой кривизны 

1n21 ...,,,   выражаются наперед заданными функциями через длину 

дуги s  (в случае 1e 2

0 


) или через параметр 
i

s
  (в случае 1e 2

0 


) и 

сопровождающий репер которой при 0ss   совпадает с наперед заданным 

репером [60]. 
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Глава 2. Свойства частичных отображений пространства 4 ,  

порождаемых заданной циклической сетью Френе 

 

§2.1. Циклическая сеть Френе пространстве 4  и ею 

определяемые некоторые распределения 

 

 В области   евклидова пространства 4 , задано семейство гладких 

линий так, что через каждую точку X   проходит одна линия заданного 

семейства. Подвижной ортонормированный репер 

   i
X ,e i, j,k 1,2,3,4   в области   выбран так, чтобы он был репером 

Френе [60], [65] для линии 
1  заданного семейства. Деривационные 

формулы репера   имеют вид: 

   i

i
dX e , k

i i k
de e .     (2.1.1) 

Формы i k

i
,   удовлетворяют структурным уравнениям евклидова 

пространства: 

  0,D,D i
j

j
i

k
j

j
i

ki
k

ki
i   .  

 (2.1.2) 

 Интегральные линии векторных полей ie


 образуют сеть Френе 
4

  

для линии 
1  заданного семейства. Поскольку репер   построен на 

касательных к линиям сети 
4

 , формы 
k
i  становятся главными, т.е.  

jk
ij

k
i   .      (2.1.3) 

В силу последнего равенства формулы (2.1.2) имеем: 

i
kj

k
ij   .      (2.1.4) 

Дифференцируя внешним образом равенство (2.1.3): 

i

k k j k j

ij ij
D d D       . 
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Применяя формул (2.1.2) отсюда имеем: 

j k k j k j

i j ij ij
d            . 

В силу равенства (2.1.3) последнее равенство имеет вид: 

j k k j k j

i j ij ij
d             

или 

k j k j k j

j i ij ij
d             . 

Отсюда найдем: 

k j k j k j

ij i j j i
d 0              

или 

 k k k j

ij i j j i
d 0         . 

 Применяя лемму Картана [67] отсюда имеем: 

k k k k m

ij i j j i ijm
d          

или 

k k m

ij ijm
d B  ,     (2.1.5) 

где k k k k

ijm ijm i jm j im
B        . 

 Система величин  k k

ij ijm
,   образуют геометрический объект второго 

порядка. 

 Формулы Френе для линии 1  заданного семейства имеют вид: 

2

1 1 11 2

1 3

1 2 21 1 21 3

2 4

1 3 31 2 31 4

3

1 4 41 3

d e e ,

d e e e ,

d e e e ,

d e e



 

 





 

 



 

и 

3 1

11 31
0    , 4 1

11 41
0    ,    (2.1.6) 

4 2

21 41
0    .      (2.1.7) 
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Здесь 1 2

1 11
k  , 1 3

2 21
k  , 1 4

3 31
k   - первая, вторая и третья кривизны линии 

1  соответственно (где 1d  - символ дифференцирования вдоль линии 
1 ). 

 Псевдофокус [5] 
j

iF   ji   касательной к линии 
i  сети 

4
  

определяется следующим радиус-вектором: 

j

i i ij i

ij jj

1 1
F X e X e

 
    .     (2.1.8) 

 На каждой касательной  ie,X


 существуют по три псевдофокуса. На 

прямой  1e,X


 существуют псевдофокусы 4
1

3
1

2
1 F,F,F , на прямой  2e,X


 – 

4
2

3
2

1
2 F,F,F ,  на прямой  3e,X


 – 4

3
2

3
1
3 F,F,F , на прямой  4e,X


 – 3

4
2

4
1
4 F,F,F . 

 Сеть 
4

  в 4
E  называется циклической сетью Френе [48], если 

реперы  43211 e,e,e,e,X


 ,  14322 e,e,e,e,X


 ,  21433 e,e,e,e,X


 , 

 32144 e,e,e,e,X


  являются соответственно реперами Френе для линий 

1 , 
2 , 

3 , 
4  сети 

4
  одновременно. 

 Пусть сеть 
4

  является циклической сетью Френе. Тогда репер i  

является репером Френе для линии i  ( 4,3,2i  ).  

Формулы Френе для линии 2  имеют вид: 

3

2 2 22 3

2 4 3 4

2 3 32 2 32 4 22 2 32 4

1 3 4 1

2 4 42 1 42 3 32 3 42 1

4 1

2 1 12 4 42 4

d e e ,

d e e e e e ,

d e e e e e ,

d e e e



   

   

 



    

    

  

 

и имеют место следующие соотношения: 

02
12

1
22   , 02

42
4
22   ,    (2.1.9) 

03
12

1
32   ,      (2.1.10) 

где 
3
22

2
1k  , 

4
32

2
2k  , 

4
12

2
3k   – первая, вторая и третья кривизны линии 

2  сети 
4

 , 2d  – символ дифференцирования вдоль линии 
2 .  
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 Так как репер  21433 e,e,e,e,X


  является репером Френе для 

линии 
3  сети 

4
 , то имеют место следующие равенства: 

,eed

,eeed

,eeed

,eed

1
2
1323

2
2
134

1
4313

1
1
433

4
3343

4
4
3333

























 

также 

03
13

1
33   , 03

23
2
33   ,    (2.1.11) 

04
23

2
43   ,      (2.1.12) 

где 4
33

3
1k  , 1

43
3
2k  , 2

13
3
3k   – первая, вторая и третья кривизны линии 

3  сети 
4

 , 3d  – символ дифференцирования вдоль этой линии. 

 Репер  32144 e,e,e,e,X


  является репером Френе для линии 
4  

сети 
4

 . Тогда формулы Френе для этой линии имеют вид: 

1

4 4 44 1

1 2

4 1 44 4 14 2

2 3

4 2 14 1 24 3

3

4 3 24 2

d e e ,

d e e e ,

d e e e ,

d e e



 

 





  

  

 

 

и имеют место соотношения: 

04
24

2
44   , 04

34
3
44   ,   (2.1.13) 

01
34

3
14   ,      (2.1.14) 

где 
1
44

4
1k  , 

2
14

4
2k  , 

3
24

4
3k   – первая, вторая и третья кривизны линии 

4  сети 
4

 , 4d  – символ дифференцирования вдоль этой линии. 

 Геометрический смысл соотношений (2.1.6) заключается в том, что 

псевдофокусы  3
1
3 e,XF


 ,  4

1
4 e,XF


  являются бесконечно 

удаленными точками расширенного евклидова пространства 
4

E . 
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 Геометрический смысл соотношений (2.1.9) заключается в том, что 

псевдофокусы  1
2

1 e,XF


 ,  4
2

4 e,XF


  являются бесконечно 

удаленными точками пространства 4E . 

Геометрический смысл соотношений (2.1.11) заключается в том, что 

псевдофокусы  1
3

1 e,XF


 ,  2
3

2 e,XF


  уходят в бесконечность в 

пространстве 4E . 

Геометрический смысл соотношений (2.1.13) заключается в том, что 

псевдофокусы  2
4

2 e,XF


 ,  3
4

3 e,XF


  являются бесконечно 

удаленными точками расширенного евклидова пространства 4E . 

Обратно, пусть имеют место соотношения (2.1.6), (2.1.7), (2.1.9), 

(2.1.10), (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13), (2.1.14). Тогда реперы 1 2 3 4
, , ,     

являются реперами Френе соответственно для линий 1 2 3 4, , ,     сети 

4
  одновременно, т.е. сеть 

4
  является циклической сетью Френе. 

 Таким образом доказана  

Теорема 2.1.1. Сеть 
4

  является циклической сетью Френе тогда и 

только тогда, когда имеют места условия: (2.1.6), (2.1.7), (2.1.9), (2.1.10), 

(2.1.11), (2.1.12), (2.1.13), (2.1.14). 

Из равенств (2.1.6), (2.1.9), (2.1.11), (2.1.13) следует, что на каждой 

касательной к линиям сети Френе 
4

  существует только по одному 

псевдофокусу (  1
4

1 e,XF


 ,  2
1
2 e,XF


 ,  3

2
3 e,XF


 ,  4

3
4 e,XF


 ), а 

остальные (  1
3

1
2

1 e,XF,F


 ,  2
4
2

3
2 e,XF,F


 ,  3

4
3

1
3 e,XF,F


 , 

 4
2

4
1
4 e,XF,F


 ) являются бесконечно удаленными точками расширенного 

евклидова пространства. 

Из равенств (2.1.7), (2.1.10), (2.1.12), (2.1.14) получим, что 

 314321 e,e,X,


 ;  421432 e,e,X,


 . 
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Следствие 2.1.1. Если сеть 
4

  является циклической сетью Френе, 

то вторые и третье кривизны всех ее линий равны нулю. 

Пусть сеть 
4

  является циклической сетью Френе. Заданием в 

области     циклической   сети  
4

   Френе  определяются  следующие   

двумерные   и 

трехмерные распределения: 

           1,2 2,3 3,4

2 1 2 2 2 3 2 3 4
X ,e ,e , X ,e ,e , X ,e ,e     , 

           2,4 1,3 1,4

2 2 4 2 1 3 2 1 4
X ,e ,e , X ,e ,e , X ,e ,e     , 

           1,2,3 2,3,4 3,4,1

3 1 2 3 3 2 3 4 3 1 3 4
X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e     . 

 Найдем векторов средних кривизн этих распределений: 

 1,2 3 2

2 22 3 1 3 12

1 1 1
M e k e k

2 2 2
   ,    (2.1.15) 

следовательно, вектор средней кривизны двумерного распределения 
 1,2

2
  

и вектор первой кривизны линии 2  сети 
4

  коллинеарны, точнее вектор 

средней кривизны двумерного распределения 
 1,2

2
  два раза короче, чем 

вектор первой кривизны линии 2  сети 
4

 . 

 Вектор средней кривизны двумерного распределения 
 2,3

2
  имеет 

вид: 

 2,3 4 3

2 33 4 1 4 13

1 1 1
M e k e k

2 2 2
   .    (2.1.16) 

 3,4

2
M  – вектор средней кривизны двумерного распределения 

 3,4

2
  

имеет следующий вид: 

 3,4 1 4

2 44 1 1 1 14

1 1 1
M e k e k

2 2 2
   .    (2.1.17) 

 Аналогично найдем: 

     2,4 1 3

2 44 1 22 3 14 12

1 1
M e e k k

2 2
     ;  (2.1.18) 
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     1,3 2 4

2 11 2 33 4 11 13

1 1
M e e k k

2 2
     ;  (2.1.19) 

 1,4 2

2 11 2 11

1 1
M e k

2 2
  ;     (2.1.20) 

   1,2 ,3 4 4 4

3 11 22 33 4

1
M e

3
     . 

В силу равенств (2.1.6), (2.1.9) отсюда имеем: 

 1,2 ,3 4

3 33 4 13

1 1
M e k

3 3
  .     (2.1.21) 

 Найдем: 

   2,3,4 1 1 1

3 22 33 44 1

1
M e

3
     . 

Учитывая (2.1.9), (2.1.11) отсюда получим: 

 2,3,4 1

3 44 1 14

1 1
M e k

3 3
  .     (2.1.22) 

 Найдем: 

   1,3,4 2 2 2

3 11 33 44 2

1
M e

3
     . 

В силу равенств (2.1.11), (2.1.13) из последнего равенства имеем: 

 1,3,4 2

3 11 2 11

1 1
M e k

3 3
  .     (2.1.23) 

Из (2.1.17), (2.1.15), (2.1.18) следует, что вектор средней кривизны 

двумерного распределения    2,4

2 2 4
X ,e ,e   равен сумме векторов средних 

кривизн двух двумерных распределений        1,2 3,4

2 1 2 2 3 4
X ,e ,e , X ,e ,e   , 

т.е.  

     2,4 3,4 1,2

2 2 2
M M M  .     (2.1.24) 

Из (2.1.19), (2.1.20), (2.1.16) получим, что 

     1,3 1,4 2,3

2 2 2
M M M  ,     (2.1.25) 



 23 

вектор средней кривизны двумерного распределения 
 1,3

2
  равен сумме 

векторов средних кривизн двух двумерных распределений: 
   1,4 2,3

2 2
,  . 

 Таким образом, доказана 

Теорема 2.1.2. Если заданная сеть 
4

  является циклической сетью 

Френе, то векторы средних кривизн двумерных и трехмерных 

распределений определенных циклической сетью Френе удовлетворяют 

следующим уравнениям соответственно: (2.1.24), (2.1.25) и (2.1.21), 

(2.1.22), (2.1.23). 
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§2.2. Свойства частичного отображения, определяемого  

 псевдофокусом  3

4 4
F X ,e  

 

Рассмотрим псевдофокус  3

4 4
F X ,e , определяемый радиус-

вектором  

3

4 43

43

1
F X e 


.    (2.2.1) 

Когда точка Х  смещается в области  , точка  3

4 4
F X ,e  описывает 

свою область 4

3

4 E . Получим частичное отображение 3

4:f   

такое, что   3

4
f X F .  

 Продифференцируя обычным образом равенство (2.2.1) получим: 

3

4 4 43 3

43 43

1 1
dF dX d e de

 

 
   

 
. 

Учитывая (2.2.1) отсюда имеем:  

 

3
3 i i43

4 i 4 4 i2 33
4343

d 1
dF e e e


 


   . 

В силу равенств (2.1.3), (2.1.4) последнее равенство имеет вид: 

   

3 m k m 3 k

3 i 143m 4m 431 41

4 i 4 k 1 4 k2 23 33 3
43 4343 43

Â Â
dF e e e e e e

 
 

  
       

    

 

   

3 k 3 k

2 3432 42 433 43

2 4 k 3 4 k2 23 33 3
43 4343 43

Â Â
e e e e e e 
    
         

        

 

 

3 k

4434 44

4 4 k2 33
4343

Â
e e e 
 
   

  

, 

где 
3 3 3 3

43m 43m 4 3m 3 4m
B        , 

3 3 m

43 43m
d B  . 

Введем обозначения: 
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 

3 k

431 41

1 1 4 k2 33
4343

Â
c e e e


  


;  

 

3 k

432 42

2 2 4 k2 33
4343

Â
c e e e


  


; 

 

3 k

433 43

3 3 4 k2 33
4343

Â
c e e e


  


;  

 

3 k

434 44

4 4 4 k2 33
4343

Â
c e e e


  


. 

Тогда получим:  

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4
dF c c c c       . 

 Область 3

4
  отнесем к подвижному реперу  3

4 1 2 3 4
F ,c ,c ,c ,c  . 

Так как сеть 
4

  является циклической сетью Френе, координатные 

векторы  репера  имеют вид: 

   

   

3 3 1 3 3

41 431 42 42 432

1 1 3 4 2 1 2 3 42 23 3 33 3
43 43 4343 43

1 3 1 3

43 433 44 434

3 1 4 4 1 42 23 33 3
43 4343 43

Â Â
c e e e ; c e e e e ;

Â Â
c e e ; c e 1 e .

  
       

   

  
       

     

(2.2.2) 

Эти векторы в общем случае линейно независимы, следовательно, 

частичное отображение 3

4:f   является невырожденным. 

 Рассмотрим векторы  
4

3

43

3

411 e1XF,c,e


 , где  11 efc


 . Учитывая 

(2.2.2), найдем:   0XF,c,e 3

411 


 тогда и только тогда, когда 03

41   (т.е. 

1 3

3 41
k   третья кривизна линии 1  равна нулю).  

Аналогичным образом рассмотрим векторы  
2

e , 
2

c , 3

4XF . Они 

компланарны тогда и только тогда, когда 
1 3

42 42
0, 0     (т.е. вторая и 

третья кривизны линии 
2  равны нулю соответственно). 

Потребуя компланарность векторов 
3

e , 
3

c , 3

4XF  получим, что 

1

43
0   (т.е. вторая кривизна линии 

3  равна нулю). 
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Компланарность векторов 
4

e , 
4

c , 3

4XF  очевидна. Таким образом, 

доказана 

Теорема 2.2.1. а) Линия 1  заданной циклической сети Френе 
4  

является двойной линией отображения 3

4:f   тогда и только тогда, 

когда третья кривизна этой линии равна нулю; 

б) линия 2  заданной циклической сети Френе 
4  является двойной 

линией отображения f  тогда и только тогда, когда вторая  и третья 

кривизны равны нулю соответственно; 

в) линия 3  заданной циклической сети Френе 
4  является двойной 

линией отображения f  тогда и только тогда, когда вторая кривизна этой 

линии равна нулю; 

г) линия 4  заданной циклической сети Френе 4  всегда является двойной 

линией отображения f . 

Найдем скалярные произведения  i jc c i j  : 

   
2 3

3 3 3 3 3 1 3

1 2 431 432 41 42 43 42 43c c В В        ;   (2.2.3) 

 
3

3 3 1 3

1 3 431 433 43 43
c c Â Â    ;     (2.2.4) 

   
2 3

3 3 3 1 3

1 4 431 43 434 44 43
c c В В     

 
;    (2.2.5) 

 
2

3 3 1 1 3

2 3 432 433 42 43 43
c c Â Â     ;     (2.2.6) 

   
2 2

3 3 3 1 1 3

2 4 432 43 434 42 44 43
c c В В      

 
;   (2.2.7) 

   
2 2

3 3 3 1 1 3

3 4 433 43 434 43 44 43
c c В В      

 
.   (2.2.8) 

 Выясним геометрический смысл правых частей этих равенств. 

Рассмотрим векторы:  

1 3

42 2 4 42 1 42 3
d e e e     , 

1 2 3

43 3 4 43 1 43 2 43 3
d e e e e       . 

Введем обозначения: 
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   1 2 1 2
42 42 43 43X ,e ,e X ,e ,e

ï ð ; ï ð      .  

Тогда имеем:  

1 1

42 43 42 43
     . 

Найдем производную вектора первой кривизны 4 3

13 33 4 43 4
k e e     линии 

3  сети 
4

  вдоль направлениях 
2 3 4

e , e , e : 

       4 3 3 3 1 3

2 13 2 33 4 2 43 4 432 4 43 42 1 42 3
d k d e d e B e e e           ; 

       4 3 3 3 1 2 3

3 13 3 33 4 3 43 4 433 4 43 43 1 43 2 43 3
d k d e d e B e e e e             . 

Отсюда имеем:  

3

4 3 13 433
e d k B   ; 3

4 2 13 432
e d k B   . 

Аналогично найдем: 

3

4 1 13 431
e d k B   ; 3

4 4 13 434
e d k B   . 

 Учитывая последние равенства для 3 3 3 3

431 432 433 434B ,B , B , B  равенство 

(2.2.6) напишем в виде: 

     2

2 3 4 2 13 4 3 13 42 43 13
c c e d k e d k k       (2.2.6) 

 Аналогичным образом равенства (2.2.3), (2.2.4), (2.2.5), (2.2.7), (2.2.8) 

имеют вид: 

   2

1 2 4 1 13 4 2 13 13 12 13 41 42
c c e d k e d k k k      

;  (2.2.3) 

    2

1 3 4 1 13 4 3 13 13 13 13
c c e d k e d k k k  ;   (2.2.4) 

     
3

2 4 3

1 4 4 1 13 13 4 4 13 1 1
c c e d k k e d k k k     

 
;  (2.2.5) 

     2 2

2 4 4 2 13 13 4 4 13 42 14 13
c c e d k k e d k k k     

 
;  (2.2.7) 

     2 2

3 4 4 3 13 13 4 4 13 13 14 43
c c e d k k e d k k k      

 
.  (2.2.8) 

 Следовательно, справедлива  
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 Теорема 2.2.2. Образ данной циклической сети Френе в отображении 

3

4
f :  является ортогональной тогда и только тогда, когда имеют 

места равенства: 

         
2 3

3 3 3 3 3 1 3

431 432 41 42 43 42 43В В 0 ;    (2.2.9) 

 
3

3 3 1 3

431 433 43 43
Â Â 0   ;      (2.2.10) 

        
 

2 3
3 3 3 1 3

431 43 434 44 43
В В 0 ;    (2.2.11) 

 
2

3 3 1 1 3

432 433 42 43 43
Â Â 0    ;     (2.2.12) 

         
 

2 2
3 3 3 1 1 3

432 43 434 42 44 43
В В 0 ;    (2.2.13) 

         
 

2 2
3 3 3 1 1 3

433 43 434 43 44 43
В В 0 .    (2.2.14) 

Геометрический смысл этих равенств заключается в следующем: 

   2

4 1 13 4 2 13 13 12 13 41 42
e d k e d k k k     

;   (2.2.9) 

    2

4 1 13 4 3 13 13 13 13
e d k e d k k k ;    (2.2.10) 

     
3

2 4 3

4 1 13 13 4 4 13 1 1
e d k k e d k k k    

 
;   (2.2.11) 

    2

4 2 13 4 3 13 13 42 43
e d k e d k k     ;    (2.2.12) 

     2 2

4 2 13 13 4 4 13 13 42 14
e d k k e d k k k     

 
;  (2.2.13) 

     2 2

4 3 13 13 4 4 13 13 14 43
e d k k e d k k k      

 
.  (2.2.14) 

 Равенства (2.2.10), (2.2.12) можно переписать и в другом виде: 

    
3

3 3

4 1 13 4 3 13 2 1
e d k e d k k k ;     (2.2.10) 

    
2

2 3 3

4 2 13 4 3 13 3 2 1
e d k e d k k k k ;     (2.2.12) 

где 2 4 1

3 12 42
k      – третья кривизна линии 

2 ; 3 1 4

2 43 13
k      – вторая 

кривизна линии 
3 . 
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 Найдем 2

1 1 1
c c c  : 

 

 

 

 

2 2
3 3

41 431

1 1 2 4
3 3

43 43

B
c c 1   



 
. 

 Тогда  

       

 

4 2 2 2
3 3 3 3

43 41 43 431

1 4
3

43

B
c

  



 
 . 

 Пусть 
1

c 1 , тогда 

         
4 2 2 2 4

3 3 3 3 3

43 41 43 431 43
B      . 

 Отсюда имеем: 

     
2 2 2

3 3 3

41 43 431
B    ,    (2.2.15) 

Геометрический смысл которого заключается в следующем: 

     
22 2

1 3

3 1 4 1 13
k k e d k  ,   (2.2.15) 

где 1 4 3

3 31 41
k      – третья кривизна линии 1 , 3 4 3

1 33 43
k      – первая 

кривизна линии 3  заданной сети 
4

 . 

 Найдем 2

2 2 2
c c c  : 

 

 

 

 

 

 

2 2 2
3 1 3

432 42 42

2 2 4 2 2
3 3 3

43 43 43

B
c c 1

 

  
     . 

 Тогда  

           

 

4 2 2 2 2 2
3 3 1 3 3 3

43 432 42 43 42 43

2 4
3

43

B
c

    



  
 . 

 Пусть 
2

c 1 . Тогда 

             
4 2 2 2 2 2 4

3 3 1 3 3 3 3

43 432 42 43 42 43 43
B         . 

 Отсюда имеем: 
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       
2 2 2 2

3 3 1 3

432 43 42 42
B      

 
,   (2.2.16) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 

       
2 2 2 2

3 2 2

4 2 13 1 3 2
e d k k k k    

 
,   (2.2.16) 

где 2 4 1

3 12 42
k      – третья кривизна, 2 4 3

2 32 42
k      – вторая кривизна 

линии 2  сети 
4

 . 

 Равенство (2.2.16) можно переписать в виде: 

 
 

   

2 4 2 133

1 2 2
2 2

3 2

e d k
k

k k


 


, 

где 3 4 3

1 33 43
k      – первая кривизна линии 3  сети 

4
 . 

 Аналогичным образом найдем: 

 

 

 

 

2 2
1 3

43 433

3 3 2 4
3 3

43 43

B
c c



 
   , 

     

 

2 2 2
3 1 3

43 43 433

3 4
3

43

B
c

 




 . 

 Пусть 
3

c 1 . Тогда из последнего равенства имеем: 

       
2 2 2 4

3 1 3 3

43 43 433 43
B     

или  

 
   

 

4 2
3 3

2 43 4331

43 2
3

43

B





 ,   (2.2.17) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 

 
   

 

24
3

2 1 4 3 133

2 2
3

1

k e d k
k

k

 
 ,   (2.2.17) 

где 3 1 4

2 43 13
k      – вторая кривизна линии 3  сети 

4
 . 
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 Найдем  

 

   

2
2

1 3
44 434

4 4 2 2
3 3

43 43

B
c c 1



 

 
    
 
 

, 

     

 

2
2 2 2

3 1 3 3

43 44 43 434

4 4
3

43

B
c

  



  
 

 . 

 Потребуем, чтобы 
4

c 1 . Тогда имеем: 

       
2

2 2 2 4
3 1 3 3 3

43 44 43 434 43
B      

 
 

или 

 
   

 

2
4 2

3 3 3

43 43 4342
1

44 2
3

43

B 




  
 

 ,   (2.2.18) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 

 
     

 

2
4 2

3 3

1 1 4 4 132
4

1 2
3

1

k k e d k
k

k

    
 

 ,  (2.2.18) 

где 4 1 4

1 44 14
k      – первая кривизна линии 

4  сети 
4

 . Таким образом 

доказана 

Теорема 2.2.3. Отображение 3

4
f :  является движением тогда и 

только тогда, когда выполнены условия: (2.2.15) – (2.2.18). 
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§2.3. Свойства частичного отображения, порождаемого 

псевдофокусом 
1

2
F  на касательной к линии 

2  заданной 

циклической сети Френе 

 

 Рассмотрим равенство  

1

2 2 21 2

21 11

1 1
F X e X e   

 
,    (2.3.1) 

которое определяет псевдофокус  1

2 2
F X ,e  на касательной  2

X ,e  к 

линии 2  заданной циклической сети Френе 
4

 . 

 Когда точка X  смещается в области 4
E , псевдофокус 

 1

2 2
F X ,e  описывает свою область 1

2 4
E  . Получаем частичное 

отображение 1

2
g :   такое, что   1

2
g X F . 

 Продифференцируем обычным образом равенство (2.3.1) и 

учитываем деривационные формулы: 

 

1

1 i i21

2 2 2 2 i 2 2 i21 1 1 11
21 21 21 2121

d1 1 1 1
dF d X e dX d e de e e e

   
          

   


 

   
. 

 В силу равенства (2.1.4) последнее равенство имеет вид: 

 

 

1 1 1 m

21m 2 1m 1 2m1 i i

2 i 2 2 i2 11
2121

1
dF e e e

     
 



 
   . 

Введем обозначение: 

1 1 1 1 1

21m 21m 2 1m 1 2m
B        . 

 Тогда учитывая (2.1.3), отсюда получим: 

 

1 m i m

1 i 21m 2m

2 i 2 i2 11
2121

B
dF e e e

  



   . 

 Собирая вместе членов, содержащих дифференциальных форм 

 i i 1,2,3,4  , отсюда получим: 
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   

1 k 1 k

1 1 2211 21 212 22

2 1 2 k 2 2 k2 21 11 1
21 2121 21

B B
dF e e e e e e

   
         
   
   

 
 

  
 

   

1 k 1 k

3 4213 23 214 24

3 2 k 4 2 k2 21 11 1
21 2121 21

B B
e e e e e e
   
        
   
   

 
 

  
. 

 Введем обозначения: 

 

1 k

211 21

1 1 2 k2 11
2121

B
a e e e




   , 

 

1 k

212 22

2 2 k2 11
2121

B
a 1 e e





 
   
 
 

, 

 

1 k

213 23

3 3 2 k2 11
2121

B
a e e e




   , 

 

1 k

214 24

4 4 2 k2 11
2121

B
a e e e




   . 

Тогда имеем: 4
4

3
3

2
2

1
11 aaaaFd

2


  . 

Так как сеть 
4

  является циклической сетью Френе, векторы 

4321 a,a,a,a


 имеют вид: 

 

 

 

 

1 3

211 21

1 1 2 32 11
2121

1 3

212 22

2 2 32 11
2121

1 1

23 213

3 1 2 321 1
21 21

1 1 3

24 214 24

4 1 2 3 421 11
21 2121

Â
a å å å ,

Â
a 1 å å ,

Â
a å å å ,

Â
a å e å e .











 

 

 

  

 
   
 
 

   

    

   (2.3.2) 

Эти векторы в общем случае линейно независимы, следовательно, 

частичное отображение 1

2
g :   является невырожденным. 

 Рассмотрим векторы 1
e , 1

a 1
12 2
21

1XF e


 
  

 
, где  1 1

a g e . 

Учитывая (2.3.2) найдем: 
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 
3

1 21

1 1 2 1

21

e ,a ,XF



 . 

 Пусть линия 1  сети 
4

  является двойной линией [64] отображения 

1

2
g :  ,  1

1 1 2
e ,a ,XF 0 . Отсюда имеем: 3

21
0  , т.е. вторая кривизна 

линии 1  равна к нулю. Геометрический смысл последнего равенства 

заключается в том, что векторы 
1 2 21

d e   и 1
e  коллинеарны. 

 Обратно, если векторы 
21

 , 
1

e  коллинеарны, т.е. 3

21
0  , то линия 1  

сети 
4

  является двойной линией отображения 1

2
g :  . 

 Рассмотрим векторы 
2

e , 
2

a , 1

2
XF , где  2 2

a g e . Учитывая (2.3.2) 

найдем: 

 1

2 2 2
e ,a ,XF 0 . 

Следовательно, линия 
2  заданной сети 

4
  всегда является двойной 

линией отображения 1

2
g :  . 

 Теперь рассмотрим векторы 
3

e , 
3

a , 1

2
XF , где  3 3

a g e  и найдем их 

смешанное произведение: 

 
 

1

1 23

3 3 2 2
1

21

e ,a ,XF



 . 

 Пусть линия 
3  сети 

4
  является двойной линией отображения 

1

2
g :  , т.е.  1

3 3 2
e ,a ,XF 0 . Отсюда имеем 1 2

23 13
0    , т.е. третья 

кривизна линии 3  равна нулю. Обратно, если 1 2

23 13
0    , то линия 

3  

сети 
4

  является двойной линией отображения g . Геометрический смысл 

последнего равенства заключается в следующем: векторы 
13 3 1

d e   и 4
e  

коллинеарны. 
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 Из условия компланарности векторов 
4

e , 
4

a , 1

2
XF  получаем: либо        

а) 1 2

24 14
0    , либо б) 3 2

24 34
0    , где 2 1

14 24
    – вторая кривизна 

линии 
4  сети 

4
 , 3 2

24 34
    – третья кривизна этой линии. 

 Если выполнены одно из условий а), б), то линия 4  сети 
4

  

является двойной линией отображения 1

2
g :  . 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 2.3.1.  

а) Линия 1  заданной сети 
4

  является двойной линией отображения g  

тогда и только тогда, когда векторы 1 2 1
d e , e  коллинеарны; 

б) линия 2  заданной сети 
4

  всегда является двойной линией 

отображения g ; 

в) линия 3  заданной сети 
4

  является двойной линией отображения g  

тогда и только тогда, когда векторы 
13 3 1

d e  , 4
e  коллинеарны; 

г) линия 
4  сети 

4
  является двойной линией отображения g  тогда и 

только тогда, когда выполнены одно из условий: 2 1

14 24
0    , 

3 2

24 34
0    . 

 Найдем:   
     

1 1 3 3

211 212 21 22

1 2 2 2 2
1 1 1

21 21 21

B B
a a 1

 

  

 
    
 
 

; 

 

1 1 1 3

23 211 213 21

1 3 41 11
21 2121

B B
a a

 

 
     ; 

   

1 1 1 3 3

24 211 214 21 24

1 4 4 21 1 1
21 21 21

B B
a a

  

  
     ; 

   

1 1 3

213 212 22

2 3 2 2 11 1
2121 21

B B
a a 1



 

 
    
 
 

; 
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     

1 3 31

214 22 24212

2 4 2 2 2
1 1 1

21 21 21

B B
a a 1

 

  

 
    
 
 

; 

   

1 1 1 1 3

23 24 213 214 24

3 4 2 4 11 1
2121 21

B B
a a

  

 
    . 

 Потребуя ортогональность векторов 
i

a  получим следующие 

равенства: 

   
2 2

1 1 1 1 3 3

211 212 21 21 21 22
B B 0      

 
;   (2.3.3) 

   
3

1 1 1 1 3

211 213 21 23 21
B B 0     ;     (2.3.4) 

   
2 3

1 1 1 3 3 1 1

211 214 21 21 24 21 24
B B 0       ;   (2.3.5) 

   
2 3

1 1 1 1 3

213 212 21 21 22
B B 0     

 
;    (2.3.6) 

   
2 2

1 1 1 1 3 3

214 212 21 21 22 24
B B 0      

 
;   (2.3.7) 

   
2 3

1 1 1 1 1 1 3

213 214 21 23 24 21 24
B B 0       .   (2.3.8) 

 Выясним геометрический смысл этих равенств. Найдем 

производную вектора первой кривизны 
2 1

11 11 2 21 2
k e e     линии 1  

заданной циклической сети 
4

  Френе вдоль направлениях 1 2 3 4
e , e , e , e : 

     1 1 1 1 1 1 3

1 11 1 21 2 1 21 2 21 1 2 211 2 21 21 1 21 3
d k d e d e d e B e e e             ; 

     1 1 1 1 1 1 3 4

2 11 2 21 2 2 21 2 21 2 2 212 2 21 22 1 22 3 22 4
d k d e d e d e B e e e e                

 

           1 1 3

212 2 21 22 3
B e e    ; 

     1 1 1 1 1 1 3 4

3 11 3 21 2 3 21 2 21 3 2 213 2 21 23 1 23 3 23 4
d k d e d e d e B e e e e                

 

            1 1 1

213 2 21 23 1
B e e    ; 

     1 1 1 1 1 1 3 4

4 11 4 21 2 4 21 2 21 4 2 214 2 21 24 1 24 3 24 4
d k d e d e d e B e e e e                
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            1 1 1 3

214 2 21 24 1 24 3
B e e e      . 

 Из этих равенств получим: 

1

2 1 11 211
e d k B  ; 1

2 2 11 212
e d k B  ; 1

2 3 11 213
e d k B  ; 1

2 4 11 214
e d k B  . 

 Найдем    
2 2

2 1 1

11 21 21
k     . Рассмотрим 2 3

12 1 3 22 3
k k e e   – вектор 

первой кривизны линии 2  сети 
4

 , 1 3 2

2 21 31
k      – вторая кривизна 

линии 1 , 2 3 2

1 22 32
k      – первая кривизна линии 2  сети 

4
 . 

 Геометрический смысл равенств (2.3.3) – (2.3.8) заключается в 

следующем (соответственно) 

     
2

2 1 1 2

2 1 11 11 2 2 11 1 2 1
e d k k e d k k k k   

 
,   (2.3.3) 

      
3

1 1 3

2 1 11 2 3 11 1 2 3
e d k e d k k k k  ,    (2.3.4) 

где 3 2 1

3 13 23
k      – третья кривизна линии 3  сети 

4
 . 

    2 1 4 1 4

2 1 11 2 4 11 11 2 3 1 2
e d k e d k k k k k k   ,   (2.3.5) 

где 4 2 1

2 14 24
k      – вторая кривизна, 4 3 2

3 24 34
k      – третья кривизна 

линии 4  заданной циклической сети 
4

  Френе; 

     
3

2 1 2

2 3 11 11 2 2 11 1 1
e d k k e d k k k    

 
,   (2.3.6) 

   2 2 2 4

2 4 11 11 2 2 11 11 1 3
e d k k e d k k k k   

 
,   (2.3.7) 

      
2

1 4 1 3 4

2 3 11 2 4 11 1 3 1 3 2
e d k e d k k k k k k  .   (2.3.8) 

 Таким образом справедлива 

 Теорема 2.3.2. Образ заданной циклической сети Френе 
4

  в 

отображении 1

2
g :   является ортогональной тогда и только тогда, 

когда выполнены условия (2.3.3) – (2.3.8). 

Найдем скалярные квадраты векторов 
i

a : 



 38 

 

 

 

 

 

 

2 2 2
1 1 3

24 214 242

4 2 4 2
1 1 1

21 21 21

В
a 1   

 

  
. 

Найдем длину этих векторов 

       

 

4 2 2 2
1 1 1 3

21 211 21 21

1 4
1

21

В
a

 


  


; 

     

 

2
2 2 2

1 1 1 3

21 212 21 22

2 4
1

21

В
a

  
 
  


; 

       

 

2 2 2 4
1 1 1 1

21 23 213 21

3 4
1

21

В
a

 


  


; 

           

 

2 2 2 2 2 4
1 1 1 3 1 1

21 24 214 24 21 21

4 4
1

21

В
a

  


    


. 

 Потребуем, чтобы 
1

a 1 . Тогда имеем: 

     
2 2 2

1 1 3

211 21 21
В 0   ,    (2.3.9) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 

     
2 2

1 1

2 1 11 1 2
e d k k k 0   ,    (2.3.9) 

где 1 2 1

1 11 21
k      – первая кривизна, 1 3 2

2 21 31
k      – вторая кривизна 

линии 1  заданной циклической сети 
4

 . Из условия 
2

a 1  имеем: 

       
2

2 2 2 4
1 1 1 3 1

21 212 21 22 21
В   

 
     

или  

 
   

 

2
4 2

1 1 1

21 21 2122
3

22 2
1

21

В  
 

 



,    (2.3.10) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 
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 
     

 

2
4 2

1 1

1 1 2 2 112
2

1 2
1

1

k k e d k
k

k

   
 

 .   (2.3.10) 

 Из условия 
3

a 1  получим: 

         
2 2 2 4 4

1 1 1 1 1

21 23 213 21 21
В       

или  

     
2 2 2

1 1 1

213 21 23
В     ,     (2.3.11) 

геометрический смысл которого заключается в следующем: 

     
2 2 2

1 3

2 3 11 1 3
e d k k k  .   (2.3.11) 

Из условия 
4

a 1  имеем: 

             
2 2 2 2 2 4 4

1 1 1 1 3 1 1

21 24 214 21 24 21 21
В          

или  

       
2 2 2 2

1 1 3 1

214 21 24 24
В    

 
   .   (2.3.12) 

геометрический смысл, последнего равенства заключается в следующем: 

       
2 2 2 2

1 4 4

2 4 11 1 3 2
e d k k k k   

 
.   (2.3.12) 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 2.3.3. Отображение 1

2
g :   является движением тогда и 

только тогда, когда выполнены условия (2.3.9) – (2.3.12). 
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§2.4. Свойства частичного отображения, порождаемого 

псевдофокусом 
4

1
F  на касательной к линии 

1  заданной 

циклической сети Френе 

 

Псевдофокус  4

1 1
F X ,e  определяется радиус-вектором: 

4

1 1 14 1

14 44

1 1
F X e X e

 
    ,    (2.4.1) 

 Когда точка X  смещается в области 4
E , псевдофокус 4

1
F  

описывает свою область 4

1 4
E  . Определяется частичное отображение 

4

1
:  такое, что   4

1
X F . 

 Продифференцируем обычным образом равенство (2.4.1) и 

учитываем деривационные формулы: 

 

4

4 i i14

1 1 1 1 i 1 1 i24 4 4 44
14 14 14 1414

d1 1 1 1
dF d X e dX d e de e e e

   
          

   


 

   
. 

 Учитывая равенство (2.1.4) отсюда имеем: 

 

 

4 4 4 m

14m 1 4m 4 1m4 i i

1 i 1 1 i2 44
1414

1
dF e e e

     
 



 
   . 

Введем обозначение: 

4 4 4 4

14m 14m 1 4m 4 1m
B        . 

 Тогда, в силу равенства (2.1.3), отсюда получим: 

 

4 m i m

4 i 14m 1m

1 i 1 i2 44
1414

B
dF e e e

  



    

 или 

   

4 4i i

4 1 2141 14211 12

1 1 1 i 2 1 i2 24 44 4
14 1414 14

B B
dF e e e e e e

   
         
   
   

 
 

  
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   

4 i 4 i

3 4143 13 144 14

3 1 i 4 1 i2 24 44 4
14 1414 14

B B
e e e e e e
   
        
   
   

 
 

  
. 

 Введем обозначения: 

 

4 i

141 11

1 1 i2 44
1414 i

B
b 1 e e





 
   
 
 

;  
 

4 i

142 12

2 1 2 i2 44
1414

B
b e e e




   ; 

 

4 i

143 13

3 1 i 32 44
1414

B
b e e e




   ;  

 

4 i

144 14

4 1 i 42 44
1414

B
b e e e




   . 

Тогда имеем:  

1

4 1 2 3 4

1 2 3 4
dF b b b b       . 

Так как заданная сеть 
4

  является циклической сетью Френе, 

векторы 
i

b  имеют вид: 

 

 

 

 

4 2

141 11

1 1 22 44
1414 i

4 4

142 12

2 1 2 42 44
1414

4 2 4

143 13 13

3 1 2 4 32 4 44
14 1414

4 2

144 14

4 1 22 44
1414

B
b 1 e e ;

B
b e e e ;

B
b e e e e ;

B
b e e .









 

 





 
   
 
 

  

   

 

    (2.4.2) 

В общем случае эти векторы в общем случае линейно независимы, 

следовательно, частичное отображение 4

1
:  является 

невырожденным. 
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 Рассмотрим векторы 
1

e , 
1

b , 4
41 1
14

1XF e


 
  

 
, где  1 1

b e . 

Найдем:  4

1 1 1
e ,b ,XF 0 , следовательно, линия 1  заданной циклической 

сети Френе всегда является двойной линией отображения 4

1
: . 

Теперь рассмотрим векторы 
2

e , 
2

b , 4

1
XF  и найдем  

 
 

4

4 12

2 2 1 2
4

14

e ,b ,XF



 . 

Пусть линия 2  является двойной линией отображения  . Тогда 

имеем 4 1

12 42
0    , здесь 3 4 1

2 12 42
k      – третья кривизна линии 2 . 

Обратно, если 3

2
k 0 , то эта линия 2  является двойной линией 

отображения  . 

Из условия компланарности векторов 3
e , 

3
b , 4

1
XF  получим: а) 

2 1

13 23
0     или б) 4 1

13 43
0    . 

Геометрический смысл последних равенств заключается в 

следующем соответственно: 

1) векторы 
13 3 1

d e   и 4
e  коллинеарны; 

2) векторы 
13 3 1

d e   и 2
e  коллинеарны. 

 Если выполнены одно из условий 1) и 2), то линия 3  является 

двойной линией отображения  . Обратно, если линия 
3  заданной сети 

4
  является двойной линией отображения  , то выполняется одно из 

условий 1), 2). 

 Найдем: 

 
 

2
4 14

24 4 1 4

14

e ,b ,XF



  . 
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Пусть линия 4  сети 
4

  всегда является двойной линией 

отображения  , т.е.  4

4 4 1
e ,b ,XF 0 . Тогда имеем: 2 1

14 24
0    , здесь 

4 2 1

2 14 24
k      – вторая кривизна линии 4 . Обратно, если 4

2
k 0 , то линия 

4  является двойной линией отображения  . 

 Таким образом, доказана  

 Теорема 2.4.1. а) Линия 1  заданной сети 
4

  всегда является 

двойной линией отображения  ; 

б) линия 2  заданной сети 
4

  всегда является двойной линией 

отображения   тогда и только тогда, когда третья кривизна этой линии 

равна нулю; 

в) линия 3  является двойной линией отображения   тогда и только 

тогда, когда выполнены одно из условий: а) 
13 3 1

d e || 4
e ; б) 

13 3 1
d e || 2

e ; 

г) линия 4  сети 
4

  является двойной линией отображения   тогда и 

только тогда, когда ее вторая кривизна равна нулю. 

 Найдем:  
   

4 4 2

142 141 11

1 2 2 2 44 4
1414 14

B B
b b 1



 

 
    
 
 

; 

     

4 4 2 2

143 141 11 13

1 3 2 2 2
4 4 4

14 14 14

B B
b b 1

 

  

 
    
 
 

; 

     

4 4 2 2

144 141 11 14

1 4 2 2 2
4 4 4

14 14 14

B B
b b 1

 

  

 
    
 
 

; 

   

4 4 2 4 4

142 143 13 12 13

2 3 4 244 4
1414 14

B B
b b

  

 
    ; 

 

4 4 2

142 144 14

2 4 4 44
1414

B B
b b




   ; 
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   

4 4 2 2

143 144 13 14

3 4 4 2
4 4

14 14

B B
b b

 

 
   . 

 Потребуем ортогональность этих векторов. Тогда имеем: 

   
2 3

4 4 4 2 4

142 14 141 11 14
B B    

 
;    (2.4.3) 

   
2 2

4 4 4 2 1 4

143 14 141 11 23 14
B B     

 
;    (2.4.4) 

   
2 2

4 4 4 2 1 4

144 14 141 11 24 14
B B     

 
;    (2.4.5) 

   
3 2

4 4 2 4 4 4 4

142 143 13 14 12 13 14
B B       ;    (2.4.6) 

 
3

4 4 2 4

142 144 14 14
B B   ;      (2.4.7) 

 
2

4 4 1 2 4

143 144 23 14 14
B B    .      (2.4.8) 

 Выясним геометрический смысл этих равенств. Найдем 

производную вектора первой кривизны 1 4

14 44 1 14 1
k e e     линии 4  

заданной циклической сети 
4

  Френе вдоль направлениях 1 2 3 4
e ,e ,e ,e : 

     4 4 4 4 4 2 3 4

1 14 1 14 1 1 14 1 14 1 1 141 1 14 11 2 11 3 11 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

Учитывая (2.1.6) отсюда имеем: 

4 4 2

1 14 141 1 14 11 2
d k B e e    .    (2.4.9) 

     4 4 4 4 4 2 3 4

2 14 2 14 1 2 14 1 14 2 1 142 1 14 12 2 12 3 12 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

В силу равенств (2.1.9), (2.1.10) отсюда получим: 

4 4 4

2 14 142 1 14 12 4
d k B e e    .    (2.4.10) 

     4 4 4 4 4 2 3 4

3 14 3 14 1 3 14 1 14 3 1 143 1 14 13 2 13 3 13 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

Учитывая (2.1.11) отсюда имеем: 

 4 4 2 4

3 14 143 1 14 13 23 13 4
d k B e e e      .   (2.4.11) 

     4 4 4 4 4 2 3 4

4 14 4 14 1 4 14 1 14 4 1 144 1 14 14 2 14 3 14 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

В силу (2.1.14) отсюда получим: 
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 4 4 2 4

4 14 144 1 14 14 2 14 4
d k B e e e      .   (2.4.12) 

 Учитывая (2.4.9) – (2.4.12) выясним геометрический смысл равенств 

(2.4.3) – (2.4.8) в следующем соответственно:  

     
3

2 1 4

1 2 14 14 1 1 14 1 1
e d k k e d k k k     

 
,   (2.4.3) 

где 1 2

1 11
k   – первая кривизна линии 1 , 4 1 4

1 44 14
k      – первая кривизна 

линии 4  заданной циклической сети 
4

 ; 

      
2

2 1 3 4

1 3 14 14 1 1 14 1 3 1
e d k k e d k k k k     

 
,   (2.4.4) 

где 3 2 1

3 13 23
k      – третья кривизна линии 3  сети 

4
 ; 

       
2

2 1 4 4

1 4 14 14 1 1 14 1 1 2
e d k k e d k k k k     

 
,   (2.4.5) 

где 4 2 1

2 14 24
k      – вторая кривизна линии 4  сети 

4
 ; 

      
2

4 3 4 2 3

1 2 14 1 3 14 1 3 1 3 2
e d k e d k k k k k k   ,   (2.4.6) 

где 2 4 1

3 12 42
k      – третья кривизна линии 2 , 3 1 4

2 43 13
k      – вторая 

кривизна линии 3  сети 
4

 ; 

    
3

4 4

1 2 14 1 4 14 2 1
e d k e d k k k  ,    (2.4.7) 

    
2

3 4 4

1 3 14 1 4 14 3 1 2
e d k e d k k k k  .   (2.4.8) 

где 4 2 1

2 14 24
k      – вторая кривизна линии 4  сети 

4
 . 

 Таким образом, справедлива 

 Теорема 2.4.2. Образ заданной циклической сети Френе 
4

  в 

отображении 4

1
:   является ортогональной тогда и только тогда, 

когда выполнены условия (2.4.3) – (2.4.8). 

 Найдем скалярные квадраты векторов  i
b i 1,2,3,4 : 

 

 

 

2
2

24
112 141

1 1 1 2 2
4 4

14 14

B
b b b 1



 

 
     
 
 

; 
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 

 

 

 

2 2
4 4

142 122

2 2 2 4 2
4 4

14 14

B
b b b 1



 
     ; 

 

 

 

 

 

 

2 2 2
4 2 4

143 13 132

3 3 3 4 2 2
4 4 4

14 14 14

B
b b b 1

 

  
      ; 

 

 

 

 

2 2
4 2

144 142

4 4 4 4 2
4 4

14 14

B
b b b



 
    . 

Из условия 
1

b 1  имеем: 

     

 

2
2 2 2

4 4 2 4

14 141 11 14

4
4

14

B
1

  



  
 

  

или 

       
2

2 2 2 2
4 4 4 4 2

14 141 14 14 11
B        

   
,   (2.4.13) 

геометрический смысл которого заключается в следующем:  

         
2

2 2 2 2
4 4 4 1

1 1 1 14 1 1 1
k e d k k k k      

   
,  (2.4.13) 

где 4 1 4

1 44 14
k      – первая кривизна линии 

4 , 1 2 1

1 11 21
k      – первая 

кривизна, 1 3 2

2 21 31
k      – первая кривизна линии 1  заданной 

циклической сети 
4

 . 

 Из условия 
2

b 1  получим: 

       

 

2 4 2 2
4 4 4 4

142 14 12 14

4
4

14

B
1

  



 
 . 

 Отсюда получим: 

     
2 2 2

4 4 4

142 12 14
B    .     (2.4.14) 

 Геометрический смысл равенства (2.4.14) заключается в следующем: 
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     
2 2 2

2 4

1 2 14 3 1
e d k k k  ,    (2.4.14) 

где 2 4 1

3 12 42
k      – третья кривизна линии 2 , 4 1 4

1 44 14
k      – первая 

кривизна линии 4  сети 
4

 . 

Из условия 
3

b 1  имеем: 

           

 

2 2 2 2 2 4
4 4 2 4 4 4

143 14 13 14 13 14

4
4

14

B
1

    



  
  

или  

       
2 2 2 2

4 4 2 4

143 14 13 13
B      

 
,   (2.4.15) 

геометрический смысл которого заключается в следующем: 

       
2 2 2 2

4 3 3

1 3 14 1 3 2
e d k k k k   

 
,   (2.4.15) 

где 3 2 1

3 13 23
k      – третья кривизна, 3 1 4

2 43 13
k      – вторая кривизна 

линии 3  заданной циклической сети 
4

 . 

Из условия 
4

b 1  имеем: 

     

 

2 2 2
4 4 2

144 14 14

4
4

14

B
1

 




  

или  

       
2 2 2 2

4 4 4 2

144 14 14 14
B     

 
.   (2.4.16) 

Геометрический смысл, последнего равенства заключается в следующем: 

       
2 2 2 2

4 4 4

1 4 14 1 1 2
e d k k k k  

 
.   (2.4.16) 

 Таким образом, справедлива 

 Теорема 2.4.3. Для того, чтобы отображение 4

1
:  было 

движением необходимо и достаточно чтобы выполнялись условия (2.4.13) 

– (2.4.16). 
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§2.5. Свойства частичного отображения, порождаемого 

псевдофокусом 
2

3
F  на касательной к линии 

3  заданной 

циклической сети Френе 

 

Рассмотрим псевдофокус  2

3 3
F X ,e , определяемый радиус-

вектором: 

2

3 3 32 3

32 22

1 1
F X e X e

 
    .    (2.5.1) 

 Когда точка X  смещается в области 4
E , псевдофокус 2

3
F  

описывает свою область 2

3 4
E  . Получается частичное отображение 

2

3
:  такое, что   2

3
X F . Присоединим к области 2

3
  подвижной 

репер  2

3 1 2 3 4
F ,m ,m ,m ,m  , где векторы i

m  определяются следующим 

образом. Продифференцируя обычным образом равенство (2.5.1) и 

учитывая деривационные формулы имеем: 

 

2

2 i i32

3 3 3 3 i 3 3 i22 2 2 22
32 32 32 3232

d1 1 1 1
dF d X e dX d e de e e e

   
          

   


 

   
. 

 В силу равенства (2.1.4) отсюда получим: 

 

 

2 2 2 m

32m 3 2m 2 3m2 i i

3 i 3 3 i2 22
3232

1
dF e e e

     
 



 
   . 

Введем обозначение: 

2 2 2 2

32m 32m 3 2m 2 3m
B        . 

 Тогда, в силу равенства (2.1.3), отсюда имеем: 

 

2 m i m

2 i 32m 3m

3 i 3 i2 22
3232

B
dF e e e

  



    

 или 
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   

2 i 2 i

2 1 2321 31 322 32

3 1 3 i 2 3 i2 22 22 2
32 3232 32

B B
dF e e e e e e

   
         
   
   

 
 

  
     

     
   

2 i 2 i

3 4323 33 324 34

3 3 i 4 3 i2 22 22 2
32 3232 32

B B
e e e e e e
   
        
   
   

 
 

  
. 

 Введем обозначения: 

 

 

 

 

2 i

321 31

1 1 3 i2 22
3232

2 i

322 32

2 2 3 i2 22
3232

2 i

323 33

3 3 3 i2 22
3232

2 i

324 34

4 4 3 i2 22
3232

B
m e e e ;

B
m e e e ;

B
m e e e ;

B
m e e e .

















  

  

  

  

    (2.5.2) 

Тогда имеем:  

2 1 2 3 4

3 1 2 3 4
dF m m m m       .     

Так как заданная сеть 
4

  является циклической сетью Френе (т.е. 

учитывая равенств (2.1.6), (2.1.7), (2.1.9), (2.1.10), (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13), 

(2.1.14)) равенства (2.5.2) имеют вид: 

 

 

 

 

2 2 4

31 321 31

1 1 2 3 422 22
32 3232

2 4

322 32

2 3 42 22
3232

2 4

323 33

3 3 42 22
3232

2 2

34 324

4 2 3 422 2
32 32

B
m e e e e ;

B
m e e ;

B
m 1 e e ;

B
m e e e .

 

 











 

   

 

 
   
 
 

   

    (2.5.3) 
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 Рассмотрим векторы 
1

e , 
1

m , 2
23 3
32

1XF e


 
  

 
, где  1 1

e m  . 

Учитывая (2.5.3) найдем:  2

1 1 3
e ,m ,XF 0  тогда и только тогда, когда имеет 

место одно из равенств:  

а) 2 3

31 21
0    ; б) 4 3

31 41
0    , 

где 1 3 2

2 21 31
k      – вторая кривизна, 1 4 3

3 31 41
k      – третья кривизна 

линии 1  заданной сети 
4

 . 

Следовательно, линия 1  является двойной линией отображения 

2

3
:  тогда и только тогда, когда выполнено одно из условий а), б). 

Рассмотрим векторы 2
e , 2

m , 2

3
XF  и найдем  

 
 

4

2 32

2 2 3 2
2

32

e ,m ,XF



 . 

Пусть линия 
2  сети 

4
  является двойной линией отображения  , 

т.е. 2
e , 2

m , 2

3
XF – компланарны. Тогда имеем 4 3

32 42
0    , здесь 4 2

32 2
k   

– вторая кривизна линии 2 . Обратно, если 2

2
k 0 , то эта линия 2  

является двойной линией отображения  . 

Теперь рассмотрим векторы 
3

e , 3
m , 2

3
XF  и найдем, что 

 2

3 3 3
e ,m ,XF 0 , т.е. эти векторы компланарны. Следовательно, линия 3  

сети 
4

  всегда является двойной линией отображения  . 

Из условия компланарности векторов 
4

e , 4
m , 2

3
XF  имеем: 

 

2

34
2

2

32

0




 
  
 
 

, т.е. 2 3

34 24
0    , здесь 4 3 2

3 24 34
k      – третья кривизна 

линии 
4  заданной сети 

4
 . Следовательно, если линия 

4  является 

двойной линией отображения 2

3
: , то третья кривизна этой линии 
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равна нулю. Обратно, если третья кривизна линии 4  заданной сети 
4

  

равна нулю, то эта линия является двойной линией отображения 

2

3
:  . 

 Таким образом, доказана  

 Теорема 2.5.1. а) Линия 1  заданной сети 
4

  является двойной 

линией отображения   тогда и только тогда, когда выполнено одно из 

условий: а) 1 3 2

2 21 31
k 0     ; б) 1 4 3

3 31 41
k 0     ; 

б) линия 
2  заданной сети 

4
  является двойной линией отображения   

тогда и только тогда, когда вторая кривизна этой линии равна нулю; 

в) линия 
3  заданной сети 

4
  всегда является двойной линией 

отображения  ; 

г) линия 4  заданной сети 
4

  является двойной линией отображения   

тогда и только тогда, когда третья кривизна этой линии равна нулю. 

Найдем скалярные произведения векторов 

 i j
m m i, j 1,2,3,4; i j    

   

2 2 4 4

321 322 31 32

1 2 4 2
2 2

32 32

B B
m m

 

 
   ;    (2.5.4) 

     

2 2 4 4

321 323 31 33

1 3 2 2 2
2 2 2

32 32 32

B B
m m 1

 

  

 
    
 
 

;  (2.5.5) 

   

2 2 2 2 4

31 34 321 324 31

1 4 2 4 22 2
3232 32

B B
m m

  

 
    ;   (2.5.6) 

     

2 2 4 4

322 323 32 33

2 3 2 2 2
2 2 2

32 32 32

B B
m m 1

 

  

 
    
 
 

;  (2.5.7) 
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 

2 2 4

322 324 32

2 4 4 22
3232

B B
m m




   ;     

 (2.5.8) 

   

2 2 4

323 324 33

3 4 2 2 22 2
3232 32

B B
m m 1



 

 
    
 
 

.   

 (2.5.9) 

 Потребуем ортогональность векторов 
i

m . Тогда получим следующие 

равенства соответственно: 

 
2

2 2 2 4 3

321 322 32 31 42
B B    ;     (2.5.10) 

   
2 2

2 2 2 2 4 3

321 32 323 32 31 43
B B     

 
;   (2.5.11) 

   
3 2

2 2 4 2 2 2 2

321 324 31 32 31 34 32
B B       ;   (2.5.12) 

   
2 2

2 2 2 2 4 4

322 32 323 32 32 33
B B      

 
;   (2.5.13) 

 
3

2 2 4 2

322 324 32 32
B B   ;     (2.5.14) 

   
2 3

2 2 2 4 2

324 32 323 33 32
B B    

 
.   (2.5.15) 

 Выясним геометрический смысл этих равенств. Найдем 

производную вектора первой кривизны 
3 2

12 22 3 32 3
k e e     линии 

2  

заданной циклической сети 
4

  Френе вдоль направлениях 1 2 3 4
e ,e ,e ,e : 

     2 2 2 2 2 1 2 4

1 12 1 32 3 1 32 3 32 1 3 321 3 32 31 1 31 2 31 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

Учитывая (2.1.6) отсюда имеем: 

 2 2 2 4

1 12 321 3 32 31 2 31 4
d k B e e e      .    (2.5.16) 

     2 2 2 2 2 1 2 4

2 12 2 32 3 2 32 3 32 2 3 322 3 32 32 1 32 2 32 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

В силу равенства (2.1.10) из последнего получим: 

 2 2 2 4

2 12 322 3 32 32 2 32 4
d k B e e e      .   (2.5.17) 
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 Найдем 

     2 2 2 2 2 1 2 4

3 12 3 32 3 3 32 3 32 3 3 323 3 32 33 1 33 2 33 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

Учитывая (2.1.11) отсюда имеем: 

2 2 4

3 12 323 3 32 33 4
d k B e e    .   (2.5.18) 

Найдем  

     2 2 2 2 2 1 2 4

4 12 4 32 3 4 32 3 32 4 3 324 3 32 34 1 34 2 34 4
d k d e d e d e B e e e e                . 

В силу (2.1.14) отсюда получим: 

2 2 2

4 12 324 3 32 34 2
d k B e e    .   (2.5.19) 

Геометрический смысл равенств (2.5.10) – (2.5.15) заключается в 

следующем, соответственно:  

    
2

2 1 2

3 1 12 3 2 12 1 3 2
e d k e d k k k k  ,   (2.5.10) 

где 2 3 2

1 22 32
k      – первая кривизна линии 2 , 1 4 3

3 31 41
k      – третья 

кривизна линии 1 , 2 4 3

2 32 42
k      – вторая кривизна линии 2  заданной 

циклической сети 
4

 ; 

     
2

2 2 1 3

3 1 12 12 3 3 12 1 3 1
e d k k e d k k k k     

 
,   (2.5.11) 

где 3 4 3

1 33 43
k      – первая кривизна линии 3 ; 

      
2

2 1 1 4

3 1 12 3 4 12 1 3 2 3
e d k e d k k k k k  ,   (2.5.12) 

где 1 3 2

2 21 31
k      – вторая кривизна линии 1 , 4 3 2

3 24 34
k      – третья 

кривизна линии 
4 ; 

     
2

2 2 2 3

3 2 12 12 3 3 12 1 2 1
e d k k e d k k k k     

 
,   (2.5.13) 

    
2

2 2

3 2 12 3 4 12 2 1
e d k e d k k k ,    (2.5.14) 

     
3

2 3 2

3 4 12 12 3 3 12 1 1
e d k k e d k k k     

 
.   (2.5.15) 

 Таким образом, справедлива 
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 Теорема 2.5.2. Образ заданной циклической сети Френе 
4

  в 

отображении 2

3
:  является ортогональной сетью тогда и только 

тогда, когда выполнены условия (2.5.10) – (2.5.15). 

 Пусть 
i

m 1 , т.е. векторы 
i

m  – единичные. Тогда из второго 

равенства формулы (2.5.3) найдем: 

 

 

 

 

2 2
2 4

322 322

2 4 2
2 2

32 32

B
m



 
  . 

Отсюда получим: 

     

 

     

 

2 2 22 2 2 2 2 42 2 4

322 32 32322 32 32

2 4 2
2 2

32 32

BB
m

  

 


  . 

Следовательно  

       
2 2 2 4

2 2 4 2

2 322 32 32 32
m 1 B        

или 

 
   

 

4 2
2 2

2 32 3224

32 2
2

32

B





 .   (2.5.20) 

Геометрический смысл последнего равенства заключается в следующем:  

 
   

 

24
2

2 1 3 2 122

2 2
2

1

k e d k
k

k


 ,   (2.5.20) 

где 2 4 3

2 32 42
k      – вторая кривизна, 2 3 2

1 22 32
k      – первая кривизна, 

1 3 2

2 21 31
k      – первая кривизна линии 

2  сети 
4

 . 

 Из первого равенства формулы (2.5.3) найдем: 

 

 

 

 

 

 

2 2 2
2 2 4

31 321 312

1 2 4 2
2 2 2

32 32 32

B
m 1

 

  
    . 

 Тогда имеем: 
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           

 

4 2 2 2 2 2
2 2 2 2 4 2

32 31 32 321 31 32

1 4
2

32

B
m 1 1

    



  
    

или 

             
4 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 4 2 2

32 31 32 321 31 32 32
B         . 

Отсюда получим: 

         
2 2 2 2 2

2 2 2 4 2

321 31 32 31 32
B        

или 

 
     

 

2 2 2
2 2 2

2 321 31 324

31 2
2

32

B  





  .   (2.5.21) 

 Геометрический смысл последнего равенства заключается в 

следующем: 

 
     

 

2 2 2
1 2

2 3 1 12 2 11

3 2
2

1

e d k k k
k

k

 
  ,   (2.5.21) 

где 1 4 3

3 31 41
k      – третья кривизна, 1 3 2

2 21 31
k      – вторая кривизна 

линии 1  сети 
4

 . 

Аналогично найдем: 

 

 

 

2
2

42
332 323

3 2 2
2 2

32 32

B
m 1



 

 
   
 
 

, 

     

 

2
2 2 2

2 2 4 2

32 323 33 32

3 4
2

32

B
m 1 1

  



  
 

    

или  

       
2

2 2 2 4
2 2 4 2 2

32 323 33 32 32
B      

 
. 

Отсюда получим: 
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 
   

 

2
4 2

2 2 2

32 32 3232
4

33 2
2

32

B 




  
 

 .   (2.5.22) 

Геометрический смысл последнего заключается в следующем: 

 
     

 

2
4 2

2 2

1 1 3 3 122
3

1 2
2

1

k k e d k
k

k

  
 

 ,   (2.5.22) 

где 3 4 3

1 33 43
k      – первая кривизна линии 3  сети 

4
 . 

Найдем 2

4
m : 

 

 

 

 

2 2
2 2

34 3242

4 2 4
2 2

32 32

B
m 1



 
   , 

       

 

2 2 2 4
2 2 2 2

32 34 324 32

4 4
2

32

B
m 1 1

  



 
    

или  

         
2 2 2 4 4

2 2 2 2 2

32 34 324 32 32
B      . 

Отсюда имеем: 

     
2 2 2

2 2 2

324 32 34
B    .    (2.5.23) 

Геометрический смысл, последнего равенства заключается в следующем: 

     
2 2 2

2 4

3 4 12 1 3
e d k k k    

или 

 
 
 

2

2 3 4 124

3 2
2

1

e d k
k

k
  ,    (2.5.23) 

где 4 3 2

3 24 34
k      – третья кривизна линии 

4  сети 
4

 . 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 2.5.3. Отображение 2

3
:  является движением тогда и 

только тогда, когда выполнены условия: (2.5.20) – (2.4.23). 
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Глава 3. Частичное отображение n- мерного евклидова  

пространства, порождаемое заданной циклической 

сетью Френе 

 

§3.1. Циклическая сеть Френе в n – мерном евклидовом 

пространстве  

 

 В области   n  - мерного евклидова пространства n  задано 

семейство гладких линий так, что через каждую точку X   проходит 

одна линия заданного семейства. Подвижной ортонормированный репер 

 ie,X


   i, j, k 1,2,...,n  в области   выбран так, чтобы он был 

репером Френе [60], [65] для линии 
1  заданного семейства. 

Деривационные формулы репера   имеют вид: 

i
ieXd


 , k
k
ii eed


 .     (3.1.1) 

Формы 
k
i

i ,   удовлетворяют структурным уравнениям евклидова 

пространства: 

0,D,D i
j

j
i

k
j

j
i

ki
k

ki
i   .   (3.1.2) 

 Интегральные линии векторных полей ie


 образуют сеть Френе n  

для линии 
1  заданного семейства. Поскольку репер   построен на 

касательных к линиям сети n  Френе, формы 
k
i  становятся главными 

[11], т.е. 

jk
ij

k
i   .      (3.1.3) 

В силу последнего равенства формулы (3.1.2) имеем: 

i
kj

k
ij   .      (3.1.4) 

Формулы Френе для линии 
1  примут следующий вид: 
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2

1 1 11 2

2 3

1 2 11 1 21 3

3 4

1 3 21 2 31 4

n 1 n

1 n 1 n 2,1 n 2 n 1,1 n

d e e ,

d e e e ,

d e e e ,

d e e e ,

   



  

  

       

  



 

 

 

    (3.1.5) 

n

1 n n 1,1 n 1d e e ,    

где 1d  – символ дифференцирования вдоль линии 1 , 
 1 i 1

i i1k    – i -ая 

кривизна линии 1  заданного семейства, 

 j

i1 0 i j, i 1,2,...n 2; j 3,4,...,i 1,...,n       ,    (3.1.6) 

 i 1

i1 0 i 1,2,...n 2    ,      (3.1.7) 

(здесь знаком   сверху отмечен не принимаемые индексом j  значения). 

 Псевдофокус [5]  j

iF i j  касательной к линии i  сети n  Френе 

определяется следующим радиус – вектором:  

   j j i

i ij i jj iF X 1 e X 1 e     .    (3.1.8) 

 В общем случае на каждой касательной  iX ,e  существуют 

псевдофокусов в количестве n 1 . Но в силу (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) на 

каждой из касательных  3X ,e ,  4X ,e , …,  nX ,e  имеем псевдофокусов в 

количестве n 2 , а точки  1

3 3F X ,e ,  1

4 4F X ,e , …,  1

n nF X ,e  

являются бесконечно удаленными точками расширенного евклидова 

пространства nE . 

Пусть сеть n  является циклической сетью Френе [48]. Тогда репер 

 2 2 3 n 1X ,e ,e ,...,e ,e   является репером Френе для линии 
2  сети n , 

репер  3 3 4 n 1 2X ,e ,e ,...,e ,e ,e   является репером Френе для линии 
3  сети 

n , и т.д., репер  n n 1 n 1X ,e ,e ,...,e    является репером Френе для линии  

n  сети n . Формулы Френе для линии 
2  имеют вид: 
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3

2 2 22 3

3 4

2 3 22 2 32 4

4 5

2 4 32 3 42 5

n 1

2 n n 1,2 n 1 n2 1

1

2 1 n2 n

d e e ,

d e e e ,

d e e e ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d e e e ,

d e e ,

 



  

  

  

 



 

 

 



 

где 2d  – символ дифференцирования вдоль линии 2 ,  2 i 1

i i 2
K   - i -тая 

кривизна этой линии ( i 2 ,3,...,n 1, n  ; когда i n , индекс i 1  условно 

обозначим через 1),  

i 1

i 2
0  ,     

 (3.1.9) 

 j

i 2
0 i j , i 2,3,...,n 1,n; j 4,...,i 1,...,n       .  (3.1.10) 

 Из (3.1.9), (3.1.10), (3.1.8) следует, что псевдофокусы  2

1 1F X ,å , 

 2

4 4F X ,å ,  2

n n..., F X ,å  являются бесконечно удаленными точками 

расширенного евклидова пространства 
nE . 

 Напишем формулы Френе для линии 3  сети n : 

4

3 3 33 4

4 5

3 4 33 3 43 5

5 6

3 5 43 4 53 6

n 1 n

3 n 1 n 2,3 n 2 n 1,3 n

n 1

3 n n 1,3 n 1 n3 1

1 2

3 1 n3 n 13 2

2

3 2 13 1

d e e ,

d e e e ,

d e e e ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d e e e ,

d e e e ,

d e e e ,

d e e ,



   

 



  

  

  

  

  

 



 

 

 

 

 



 

где 3d  - символ дифференцирования вдоль линии 
3 ,  3 i 1

i i 3
K   - i -тая 

кривизна этой линии ( i 3,4,..., n, n 1  ; когда i n , индекс i 1  условно 
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обозначим через 1, когда i n 1  , индекс i n 2   условно обозначим 

через 2,  

i 1

i 3
0  ,     (3.1.11) 

 j

i 2
0 j 1,2 ,3,...,n  .    (3.1.12) 

Из (3.1.8), (3.1.11), (3.1.12) следует, что псевдофокусы  3

1 1F X ,å , 

 3

2 2F X ,å ,   3

5 5F X ,å ,  3

n n... ,F X ,å  являются бесконечно 

удаленными точками расширенного евклидова пространства 
nE . 

Формулы Френе для линии n  сети n  имеют вид: 

1

n n nn 1d e e  , 

1 2

n 1 nn n 1n 2d e e e    , 

2 3

n 2 1n 1 2n 3d e e e    , 

                         

n 2 n 1

n n 2 n 3,n n 3 n 2,n n 1d e e e 

        , 

n 1

n n 1 n 2,n n 2d e e

    , 

где 1 n

nn 1n    - первая кривизна линии n  сети n ,  n p

p p 1,nK    - p -тая 

кривизна этой линии  p 2,3,...,n 2  ,  

p

p 1,n 0  ,      (3.1.13) 

 j

p 1,n 0 p j; p 2,..., n 2; j 3,..., n      .  (3.1.14) 

Из (3.1.8), (3.1.13), (3.1.14) следует, что псевдофокусы  n

2 2F X ,å , 

 n

3 3F X ,å ,  n

4 3F X ,å ,  n

n 1 n 1... ,F X ,å   являются бесконечно 

удаленными точками расширенного евклидова пространства 
nE . 

 Из выше изложенного следует следующая теорема. 
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Теорема 3.1.1. Сеть n  Френе для линии 1  заданного семейства 

является циклической сетью Френе тогда и только тогда, когда выполнены 

условия: (3.1.6), (3.1.7), (3.1.9), (3.1.10), …, (3.1.13), (3.1.14).  

 Рассмотрим p -мерные распределения 
p , определяемые заданной 

циклической сетью 
n  Френе  p 2,3,...,n 1  . Найдем векторы средних 

кривизн нескольких двумерных распределений: 

   1,2

2 1 2X ,e ,e ,    1,3

2 1 3X ,e ,e ,    1,4

2 1 4X ,e ,e . 

 Вектор 
 1,2

2M  средней кривизны распределения 
 1,2

2  имеет 

следующий вид: 

       1,2 3 3 4 4 n n

2 11 22 3 11 22 4 11 22 n

1
M e e ... e

2
       
 
      . 

 Так как сеть 
n  – циклическая сеть Френе, отсюда имеем: 

 1,2 3 2

2 22 3 1 3 12

1 1 1
M e k e k

2 2 2
   .    (3.1.15) 

 Аналогичным образом найдем: 

     1,3 2 4

2 11 2 33 4 11 13

1 1
M e e k k

2 2
     ,   (3.1.16) 

     1,4 2 5

2 11 2 44 5 11 14

1 1
M e e k k

2 2
     .   (3.1.17) 

 Для распределения    3,4

2 3 4X ,e ,e  найдем: 

 3,4

2 14

1
M k

2
 .     (3.1.18) 

 Распределение    3,5

2 3 5X ,e ,e  имеет следующий вектор средней 

кривизны: 

   3,5

2 13 15

1
M k k

2
  ,     (3.1.19) 

    -   -   -   -   -   -   -   -    
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   3,n

2 13 1n

1
M k k

2
  .     (3.1.20) 

 

 Рассмотрим некоторые трехмерные распределения 3 , определяемые 

данной циклической сетью Френе: 

   1,2,3

3 1 2 3X ,e ,e ,e ,    1,2,4

3 1 2 4X ,e ,e ,e ,    1,2,5

3 1 2 5X ,e ,e ,e , 

   2,3,4

3 2 3 4X ,e ,e ,e ,    2,3,5

3 2 3 5X ,e ,e ,e  

и найдем их векторы средних кривизн соответственно: 

 1,2 ,3

3 13

1
M k

3
 , 

   1,2,4

3 12 14

1
M k k

3
  , 

   1,2,5

3 12 15

1
M k k

3
  . 

 Следовательно, распределение    
ˆ1,2,2 m

ˆ3 1 2 2 mX ,e ,e ,e


 , где 

 m̂ 1,2,...,n 2   имеет вектор средней кривизны следующего вида: 

   ˆ1,2 ,2 m

ˆ3 12 1,2 m

1
M k k

3



  .    (3.1.21) 

 Далее для распределений 
   2,3,4 2 ,3,5

3 3,   имеем: 

 2,3,4

3 14

1
M k

3
 ,     (3.1.22) 

   2,3,5

3 13 15

1
M k k

3
  . 

 Следовательно, вектор средней кривизны распределения 2,3,3 m

3

  

 m 2,3,...,n 3   имеет вид: 

   2,3,3 m

3 13 1,3 m

1
M k k

3



  .   (3.1.23) 

 Выявленную закономерность можно сформулировать в виде 

теоремы. 

 Теорема 3.1.2. Если данная сеть n  Френе в области nE   

является циклической сетью Френе, то а) векторы средних кривизн 

двумерных распределений 
   1 1

1 1

, 1

2 1X ,e ,e



 

   имеют вид: 
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 1 1

1

, 1

2 1, 1

1
M k

2




 

 ,    (3.1.24) 

где 
11, 1k   – первая кривизна линии 1 1  сети 

n , 1 1,2,...,n 1  ; 

б) векторы средних кривизн двумерных распределений 

   1 1

1 1

, i

2 i
X ,e ,e






 

 
   1i 2,3,...,n  имеют вид: 

 1 1

1

, i

2 1, i

1
M k

2






 


;    (3.1.25) 

б) векторы средних кривизн трехмерных распределений 
 1 1 1, 1, 2

3

   
 , 

 1 1 1
ˆ, 1, i

3

   
   (где 

1î 3,4,...,n  )  имеют вид: 

 1 1 1

1

, 1, 2

3 1, 2

1
M k

3

 


  

 , 

   1 1 1

1 1

ˆ, 1, i

ˆ3 1, 1 1, i

1
M k k

3

 

 
 

  

 
. 
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§3.2. Частичное отображение пространства n
E , порождаемое 

псевдофокусом 
n

1
F  на касательной к линии 

1  заданной 

циклической сети Френе 

 

 Дифференцируя внешним образом систему уравнений (3.1.3) и 

применяя лемму Картана [67], получим: 

  j j j j m

ik ikm i km k imd         .    (3.2.1) 

 Система величин  j j

ik ikm,   определяет геометрический объект 

второго порядка. 

 Введем обозначение: 

j j j j

ikm ikm i km k imB        .    (3.2.2) 

Тогда имеем: 

j j m

ik ikmd B  .    (3.2.3) 

Псевдофокус n

1F  касательной к линии 1  заданной циклической сети 

Френе 
n

  определяется радиус-вектором: 

n

1 1 1n 1

1n nn

1 1
F X e X e

 
    .    (3.2.4) 

Когда точка X  смещается в области n
E , псевдофокус n

1F  

описывает свою область n

1 n
E  . Определяется отображение n

1
h :   

такое, что   n

1
h X F . 

Дифференцируем обычным образом равенство (3.2.4): 

 

n

n 1n

1 1 12 nn
1n1n

d 1
dF dX e de




   . 

 В силу деривационных формул и (3.2.3) последнее равенство имеет 

вид: 
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 

n i

n i k i1ni

1 i 1 1i k2 nn
1n1n

B 1
dF e e e


  


    

или 

   

n i k i n i k

n i i i1ni 1i 1ni 1 1i

1 i 1 i k i i k2 2n nn n
1n 1n1n 1n

B B
dF e e e e e e

    
  

  

 
      
 
 

. 

Введем обозначение: 

 

n i k

1ni 1 1i

i i i k2 nn
1n1n

B
c e e e

 


    

или 

 

 

2
n n i k
1n 1ni 1 1i

i i k2 nn
1n1n

B
c e e

 
  
 
 

  


.   (3.2.5) 

(по i  нет суммирования). 

 Найдем  i jc c i j  , где 

 

 

2
n n j

1n 1nj 1 1 j

j j2 nn
1n1n

B
c e e

 
  
 
 

  


, 

 

 

 

   

2 2
n n i n n j k

1n 1ni 1 1n 1nj 1 1i 1 j

i j ij k2 2 2
n n n

1n 1n 1n

B B
c c

     
 

  

    
      
   
   

. 

 Пусть 
i jc c 0  , т.е. 

i jc c . Тогда из последнего равенства имеем: 

 

 

 

   

2 2
n n i n n j k

1n 1ni 1 1n 1nj 1 1i 1 j

ij k2 2 2
n n n

1n 1n 1n

B B     
 

  

    
     
   
   

 

или 

     
2 2 2

n n i n n j n k

1n 1ni 1 1n 1nj 1 ij 1n 1i 1 j k
B B 0               

   
. (3.2.6) 
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 Обратно, если имеет место равенство (3.2.6), то 
i jc c , т.е. образ 

заданной циклической сети 
n

  в отображении h  является ортогональной. 

Таким образом, доказана  

 Теорема 3.2.1. Для того, чтобы образ заданной циклической сети 
n

  

Френе в отображении n

1
h :   являлась ортогональной необходимо и 

достаточно, чтобы выполнялось условие (3.2.6) для всех значений 

индексов  i, j i j . 

Выясним геометрический смысл равенства (3.2.6). Найдем 

производную вектора первой кривизны линии n : 1 n

1n nn 1 1n 1k e e     

вдоль направлению ie : 

   n n n

i 1n i 1n 1 i 1n 1 1n i 1d k d e d e d e       . 

 В силу (3.2.3) отсюда имеем: 

n n k

i 1n 1ni 1 1n 1i kd k B e e    .   (3.2.7) 

 Найдем: 

k

1i i 1 1i kd e e   ,  
1 j j 1 1 jd e e   .   (3.2.8) 

 Учитывая (3.2.7), (3.2.8) равенство (3.2.6) перепишем в виде: 

   2 2 2

1n 1 i 1n 1n 1 j 1n 1n 1i 1 jk e d k k e d k k 0         
   

. (3.2.9) 

 В этом заключается геометрический смысл равенства (3.2.6). 

 Теперь найдем 2

i i ic c c : 

 

 

 

 

2
2 2

n n i k

1n 1ni 1 1i2

i 2 2
n n

1n 1n

B
c

  

 

 
  
 
 

. 

 Из условия ic 1  найдем: 

     

 

2
2 2 2

n n i n k

1n 1ni 1 1n 1i

4
n

1n

B
1

   



  
 

  
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или 

       
2

2 2 2 4
n n i n k n

1n 1ni 1 1n 1i 1n
B       

 
.   (3.2.10) 

 Обратно, если имеет место равенство (3.2.10) (для всех значений 

индекса i ), то 
ic 1 . Следовательно, справедлива теорема 

 Теорема 3.2.2. Для того, чтобы отображение n

1
h :   являлось 

движением необходимо и достаточно чтобы выполнялось условие (3.2.10) 

(для всех значений индекса i ). 

Геометрический смысл равенства (3.2.10) заключается в следующем: 

   
2 4

2 2 2 n

1n 1 i 1n 1n 1i 1k e d k k k    
 

, 

где n 1 n

1 nn 1nk      – первая кривизна линии n  заданной циклической сети 

n  Френе. 
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§3.3. Свойства частичного отображения n - мерного 

евклидова пространства, порождаемого псевдофокусом 
1

2
F  

 

 Рассмотрим равенство  

1

2 2 21 2

21 11

1 1
F X e X e   

 
,    (3.3.1) 

которое определяет псевдофокус  1

2 2
F X ,e  на касательной к линии 2  

заданной циклической сети Френе 
n

 . 

 Когда точка X  смещается в области 4
E , псевдофокус 

 1

2 2
F X ,e  описывает свою область 1

2 4
E  . Получается частичное 

отображение 1

2
:   такое, что   1

2
X F . 

 Продифференцируем обычным образом равенство (3.3.1) и учитывая 

деривационные формулы имеем: 

 

1

1 i i21

2 i 2 2 i2 11
2121

d 1
dF e e e  


 


. 

 Учитывая (3.1.3), (3.2.1), (3.2.2) отсюда получаем: 

 

1 m i m

1 i 21m 2m

2 i 2 i2 11
2121

B
dF e e e

  



   . 

 Последнее равенство перепишем в следующем виде: 

   

1 i k i 1 i k

1 i i i21i 2i 21i 2 2i

2 i 2 i k i i k2 21 11 1
21 2121 21

B B
dF e e e e e e

 
      
 
 

    
  

  
 

(по i  нет суммирования). 

 Введем обозначение: 

 

1 i k

21i 2 2i

i i i k2 11
2121

B
a e e e  

 


 

или 
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 

1 i k

21i 2 2i

i i k2 11
2121

B
a 1 e e

 



 
   
 
 

.    (3.3.2) 

 Напишем вектор   j
a i j : 

 

1 j k

21 j 2 2 j

j j k2 11
2121

B
a 1 e e

 



 
   
 
 

. 

 Найдем 
i j

a a : 

 

 

 

   

2 2
1 1 i 1 1 j k k

21 21i 2 21 21 j 2 2i 2 j k

i j 2 2 2
1 1 1

21 21 21

B B
a a

      

  

    
      
   
   

. 

Пусть 
i j

a a 0  , т.е. 
i j

a a . Тогда из последнего равенства получим: 

     

 

2 2 2
1 1 i 1 1 j 1 k k

21 21i 2 21 21 j 2 21 2i 2 j k

4
1

21

B B
0

       



      
   

 . 

Отсюда имеем: 

     
2 2 2

1 1 i 1 1 j 1 k k

21 21i 2 21 21 j 2 21 2i 2 j k
B B 0              

   
.  (3.3.3) 

 Обратно, если имеет место равенство (3.3.3), то 
i j

a a   i j , т.е. 

образ заданной циклической сети Френе 
n

  в отображении 1

2
:   

является ортогональной. Таким образом доказана 

 Теорема 3.3.1. Образ заданной циклической сети Френе 
n

  в 

отображении   является ортогональной тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (3.3.3) для всех  i, j i j . 

 Выясним геометрический смысл равенства (3.3.3). Найдем 

производную вектора первой кривизны  2 1

11 11 2 21 2
k e e     линии 1  

заданной циклической сети вдоль направлении i
e   i 1,2,...,n : 

   1 1 1 1 1 k

i 11 i 21 2 i 21 2 21 i 2 21i 2 21 2i k
d k d e d e d e B e e            , 
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где 1 1 1 1

21i 21i 2 1i 1 2i
B        , 1 1 i

21 21i
d B  . 

 Найдем: 

1

2 i 11 21i
e d k B  ,     (3.3.4) 

k

2i i 2 2i k
d e e   ; 

2 j j 2 2 j
d e e     i j   (3.3.5) 

 Учитывая (3.3.4), (3.3.5) равенство (3.3.3) напишем в виде: 

   2 i 2 j 2

11 2 i 11 2 11 2 j 11 2 11 2i 2 j
k e d k k e d k k 0            
   

. (3.3.6) 

Это и есть геометрический смысл равенства (3.3.3). 

 Найдем 2

i i i
a a a  : 

 

 

 

 

2 n2 21 1 i k

21 21i 2 2i
2 k 1

i 4 2
1 1

21 21

B
a

  

 



  
 

  .   (3.3.7) 

 Потребуем, чтобы 
i

a 1 . Тогда из (3.3.7) получим: 

     

 

n2
2 2 2

1 1 i 1 k

21 21i 2 21 2i

k 1

4
1

21

B

1

   





  
 




 

или 

       
n2

2 2 2 4
1 1 i 1 k 1

21 21i 2 21 2i 21

k 1

B    


   
   .  (3.3.8) 

Геометрический смысл последнего заключается в следующем: 

   
2 4

2 2 1

11 2 i 11 2i 1
k e d k k    
 

.   (3.3.9) 

 Если имеет место равенство (3.3.7), то вектор i
a  – единичный. Таким 

образом, справедлива 

 Теорема 3.3.2. Отображение 1

2
:   (где 4

E , 1

2 4
E  ) 

является движением тогда и только тогда, когда выполнено условие 

(3.3.8) (для всех значений i ). 
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§3.4. Свойства частичного отображения n- мерного 

евклидова пространства, порождаемое псевдофокусом 
j

i
F  

 

 Псевдофокус [5]  jiF
j

i   касательной к линии 
i  сети 

n
  Френе 

определяется следующим радиус-вектором:  

  i
j
ij

j
i eXF


1 .    (3.4.1) 

 Когда точка X  смещается в области   псевдофокус  jiF
j

i   

описывает свою область j

i  в nE . Получим отображение j

ih :  такое, 

что   j

ih X F . 

Дифференцируя обычным образом равенство (3.4.1) получим  

 















 k

k
ij

ij

i
j
ij

j
ij

k
k

ij
ij

ij
ij

j
i ee

d
eededXdFd











111
2

 

 

j m

ijmk k m

k i im k2 j
j

ij
ij

B 1
e e e


  


    

или 

   

j k jm k m
ijk ijkj k kik ik

i k i m k i m2 2j j
j j

ij ij
ij ij

B B
dF e e e e e e ,

   
 

  

 
      
 
 

 

где 

j j m

ij ijkd B  . 

Введем обозначения: 

 

j m
ijk ik

k k i m2 j
j

ij
ij

B
a e e e




   .    (3.4.2) 

В общем случае векторы  nkak ,...,2,1


 линейно независимы. 



 72 

 Область j

i  отнесем к подвижному реперу  k
j

i aF


, . Тогда 

  kk aef


 . Деривационные формулы этого репера имеют вид: 

k
kj

i aFd


 ; t
t
kk aad


   .,...,2,1 nt    (3.4.3) 

 Рассмотрим векторы  jieXFae ij
ij

j
ikk 





1
,, . Из условия 

принадлежности этих векторов плоскости  ik eeX


,,  получим 0m
ik . 

 Таким образом доказана 

 Теорема 3.4.1. Линия 
k  заданной сети Френе является двойной 

линией [15] отображения h  тогда и только тогда, когда имеет равенство 

0m
ik . 

 Геометрический смысл последнего равенства заключается в том, что 

вектор ie


 ( ni ,...,2,1 ) переносится параллельно вдоль направлении ke


 (k -

фиксировано). 

 Равенство (3.4.2) напишем  в виде: 

 

j k m
ijk i ik

k k k m2 j
j

ij
ij

B
a e e e

 


    

или 

 

 

2
j j k m

ij ijk i ik
k k m2 j

j
ij

ij

B
a e e

  



 
  
 
 

. 

Напишем вектор a  в виде  k 1 : 

 

 

2
j j t

ij ij i i
t2 j

j
ij

ij

B
a e e

  



 
  
 
 

. 

Найдем  ka a k  : 
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 

 

 

   

2 2
j j k j j m t

ij ijk i ij ij i ik i
k k mt2 2 2

j j j

ij ij ij

B B
a a

    
    
   
   

     
 

  
. 

Из условия ka a 0  получим: 

     
2 2 2

j j k j j j m t

ij ijk i ij ij i k ij ik i mtB B 0              
      

, (3.4.4) 

(где i, j  – фиксированы) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем: 

   2 2 2

ij i k ij ij i ij ij ik ik e d k k e d k k          
   

.  (3.4.5) 

где i j

ij jj i ij ik e e     – вектор i -той кривизны линии j  заданной 

циклической сети 
n

  Френе, 
ik k i i id e , d e   . 

Обратно, если имеет место равенство (3.4.4), то ka a , т.е. образ 

заданной циклической сети 
n

  в отображении j

ih :  является 

ортогональной. 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 3.4.2. Образ заданной циклической сети 
n

  Френе в 

отображении j

ih :  является ортогональной тогда и только тогда, 

когда выполнено условие (3.4.4) (для всех значений индексов k , ). 

 Найдем 2

k k ka a a : 

 

 

 

 

n 22 m2
j j k ik

ij ijk i2 m 1

k 2 2
j j

ij ij

B
a

 

 



 
  
 
 


. 

Из условия ka 1  получим: 

       
2 n2 2 2 4

j j k j m j

ij ijk i ij ik ij

m 1

B    


   
    ,  (3.4.6) 

геометрический смысл которого заключается в следующем: 
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   
2 4

2 2 2 j

ij i k ij ij ik ik e d k k k    
 

,    (3.4.7) 

где j i j

i jj ijk      – i -тая кривизна линии j  заданной циклической сети 

n
  Френе. 

 Если имеет место равенство (3.4.6), то векторы  i ih e a  – 

единичные. Следовательно, справедлива 

 Теорема 3.4.3. Отображение j

ih :  является движением тогда и 

только тогда, когда имеет место равенство (3.4.6). 
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