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А н н о т а ц и я . Исследована задана оптимального управления тепловым процессом, 
описываемым интегро-дифференциальным уравнением в случае, когда управляю­
щие параметры нелинейно входят как в уравнение, так и в граничное условие. 
Введено понятие слабо обобщ енного решения краевой задачи и указан алгоритм его 
построения. Установлено, что оптимальные управления следует находить как реше­
ние системы нелинейных интегральных уравнений с дополнительными условиями в 
виде системы дифференциальных неравенств относительно функций источников.

К л ю ч е в ы е  сл о в а : краевая задача, слабо обобщенное решение, функционал, прин­
цип максимума, оптимальное управление.

Математическая формализация некоторых прикладных задач при­
водит к задачам управления системами с распределенными параметра­
ми , описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями с част­
ными производными [1; 2; 3|. Однако, несмотря на обилие исследо­
ваний по теории управления, задачи управления процессами, описы­
ваемыми. интегро-дифференциальными уравнениями, в случае, когда
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задача управления процессами, описываемыми фредгольмово интегро- 
дифференциальными уравнениями в случае, когда функция внешне­
го воздействия и граничное условие нелинейно содержат параметры 
.управления. Качество управления оценивается обобщенным квадратич­
ным функционалом. На основе принципа максимума для систем с рас­
пределенными параметрами [3] условия оптимальности управления 
получены в виде системы равенств и неравенств, содержащих решения 
сопряженной краевой задачи. После исключения этих решений условия 
оптимальности приведены к более простому виду.

1. Краевая задача управляемого процесса

Пусть состояние теплового процесса описывается скалярной функци­
ей v(t ,x ),  которая в области Q =  {$ < х < 1\Q < t < Т )  удовлетворяет 
интегро-Дифференциальному уравнению |1; 2; 3|

^  =  [  K(t ,T)v{r,x)dT  +  f[t ,x,u(t,x)\,
■I о

а на границе области Q начальному

и(0, х) =  гр(х), 0 < х <  1

и граничным условиям

ux(t, 0) =  0, ux(t, 1) +  1) =  p[t, tf(t)], 0 < t < T ,

'1.1)

;i.2)

1.3)

где K ( t , r )  -  заданная функция, которая определена в области D =  
{ 0 < £ < Т , 0 < т < Т }  и удовлетворяет условию

гТ ,т
/ / K 2(t,r)dTdt =  К{) < оо,

Jо Jo

т. е. K ( t , r ) € H(D)]i/j(x) е  Н {0,1) -  заданная функции; f[t,x ,u(t,x)\  е 
^(Q ))P [t^ { t ) }  е  Н(0,Т)  -  функции внешних источников, которые не­
линейно зависят от функций управления u(t ,x ) £ H ( Q ) и $(£) £ 
Я (0 ,Г ) , причем имеют место соотношения

f u[t,x,u(t ,x)]^  Vi € (О, Т), гее (0,1) (1.5)

д — параметр, постоянная а  >  О, Т — фиксированный момент вре­
мени; H ( Y ) — гильбертово пространство квадратично 
функций, определенных на множестве Y.

Для краевой задачи (1.1)-(1.3) мы будем пользоваться
nf\n f\ 1 11 P  l-l w r v r n  n p IT T P T -I  ГЛ СТ Т ^ П Я Р Р П Й  • з а  п я - и т л



О пределени е 1. Слабо обобщенным решением, краевой задами (1.1)- 
(1.3) называется, функция v(t ,x )  G H(Q), которая удовлетворяет ип- 
т е грая ь и ом у т о ж деству
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Г1 ft2 г 1
/  {уф)^бх =  / 
'О Jtx J О

Г-Т

v(t,x)(<j)t -  Фхх) +

dxdt+

+ Г'tl
+ф(г,х)(^ц j  I<(t,r)iy(r,x)dT +  f [ t ,x ,u {t ,x ) ]

|p[t, 1) -  (0JC(t, 1) +

+a<£(£, l))^ (t , 1) +  Фх(Ъ 0)i/(i, 0)|di (1.6)

при, любых h  и 0 < ti < t2 < T, и для любой функции ф{1.х) € 
C L,2(Q ), а также начальном,у и граничным условиям, в слабом, сммсле, 
т. е. соотношения

lim [  v(t, х)фо(х)дх =  (  ,ф(х)фо(х)(1х 1

£_>+°Уо Jo

lim [  х) — au(t, х))ф\{1)(И — /  p[t,’d(t)tyi(t)dt,
Jо Jo

ГТ
lim / ux(t, х)ф\ (t)dt =  0 (1-7)

x->+0j0

имеют, место для любых функций Фо{х) 6 i f (0,1) и ф\(Ь) £ Н {0/1), 
где C 1,2(Q) —  пространство функций, им.еюищх производную первого 
порядка по переменной t и второго порядка, по переменной х.

Для построения решения краевой задачи (1.1)—(1.3) используем соб­
ственные функции и собственные значения краевой задачи |3|

zn(x ) +  Xnzn{x) =  0, 4 (0 )  =  0, z'n{l)  +  azn( 1) =  0. (1.8)

Собственные функции имеют вид

[X] 2(А2 + а 2) C0sVC; п =  1 ,2 , 3 , . . .  (1.9)
А2 +  а2 + а

и образуют полную ортонормированную систему в гильбертовом про­
странстве Н (0 ,1), а соответствующие им собственные значения Ап опре­
деляются кай решения трансцендентного уравнения XtgXx - а  и удо- 
в л ет воря ют у с л о в и я м.

An Ап-)-1 ; lim A оо,
к^оо (11())

( п— 1)7г <  А„ <  — (2п — 1),  п =  1 , 2 , 3 ..........известия ирку тского государствинног'о университета.
2016. Т. 15. Серия «Математика». С. 50-61



Решение краевой задачи (1.1)—(1.3) ищем в виде

ОО

v{t ,x )  =  ^ 2 u n(t)zn(x), (1.11)
71=1

где
vn{t) = <  iy(t,x),zn(x) > (1.12)

является коэффициентами Фурье функции u(t,x), символом <  , • > 
обозначено скалярное произведение в гильбертовом пространстве 
Н(0,1). Будем пользоваться также разложениями

ОО

f[t ,x,u(t,x)\  =  ] ’T f n(t,u)zn(x ),
71=1

fn(t,u) = <  f [ t ,x ,u ( t ,x ) ] , zn(x) > =  /  f[t,x,u{t ,x)\zn(x)dx,
Jo

°°' /Т
ф(х) =  У /̂фпгп(х), ipn = <  -ф(х),гп(х) >  =  /  ^(x)zn{x)dx. (1.13)

n= i Jo

Следуя методике работы |5|, формальное решение краевой задачи 
(1.1)~ (1.3) находим согласно интегрального тождества (1.6). Тогда от­
носительно vn{t) = <  i/(t,x),zn(x) >  получим соотношение
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vn{t) =■ J  е J  K n(t,s)vn{s)ds+

+ /п (т , и) +  zn(l)p[r, tf] ) dre” A” V n,
'1.141

которое является линейным интегральным уравнением.
Уравнение (1.14) перепишем в виде

vn{t) fx I Кп{р) s)vn(s)<is -f- an(t), ( l . l o)
Jo

где
rt

K n( t , s ) =  /  e_A"-^~T')/<'(r, s)dr, (1.16)
Jo

2 f'̂
an(t) =  e x,,tun +  / e_An^“ T̂ [/n(r,it) +  zn(l)p [r, $(t)]]g!t. (1-17) 

./o
Решение интегрального уравнения (1.15) находим по формуле [4|

un{t) =  (х [  Rn{t, s, /x)an(s)ds +  an(t), (1.18)
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где

Rn(t,s, А) =  ^ ^ г 1K n<i(t,s), п =  1 , 2 , 3 , . . . ,  (1.19)
j  i=i

резольвента ядра K n^{t.s)  =  K n(t,s), а повторные ядра K nj( t , s )  при 
каждом фиксированном гг. =  1 , 2 , 3 , . . . ,  определяются по формулами |4|

т
Kn,i+i(t, з) =  f  K n(t,T])Knti(rj, s)dri,i =  1,2,3, . . .  (1.20)

./о

Установлено, что имеет место следующие оценки

l^ n ,i+ l(i , s)| <  (2A2 )i I K 2( V , x ) d v ,  (1-2Г
'0

м : N < n =  1,2,3..., (1.22)

cT
B.n(t, s,n)ds <

/о -  ( У ^ - И ч Ж Т ) 2 ’

Kq =  f  f  K 2(r], s)dr]ds.
Г1.23)

/0 ./o
Как следует из (1.22), радиус сходимости ряда (1.19) увеличивается с 
ростом гг =  1 ,2 ,3 , . . .  . Ряд (1.19) сходится абсолютно для любого д из 
интервала

2 :Л,
К 0Т'

и резольвента является непрерывной функцией по совокупности аргу­
ментов. Далее формулу (1.18) перепишем в виде

Рт
vn{t) =  ч/\г[е~Л" £ +  fx /  i?n(i, s^)e~A" sa!s]-|- 

+  j  £n(t,T,[i)[fn(T,u) +  zn(l)p(T,ti(T))]dT, (1.24)

где

(*, r, /x) =  

и при t — T

e A«(*~T) +  ^ / тТ Лп(*, s , д ) е -А"('5- г) ^ ,  0 <  r  <  t,

№ St Rn(t, 5, /x )e -An(s- r)ds, t < T  < T,
(1.25)

rT* JL
(T, r, //) =  e~A"-(T'~r) +  fj, I Rn(T, 5, ix)e~x^ s~^ds.

- iексл и государственного университета- 
2016. Г. 15. Серия «Математика». С. 50-61
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£(ж) € Н ( 0,1), q[t ,x ,u (t ,x)]  & H ( Q ) и #[£,$(£)] € Н ( 0 , Т ) — заданные 
функции, причем функции q[t ,x ,u (t ,x ) ]  и #[£,$(£)] по функциональ­
ным переменным u ( t , x ) и $(£) строго выпуклы и имеют производные 
(обобщенные) до второго порядка. Имеет место соотношение

' U 1 + U 2 $ 1  +  $ 2 \  1 r l

- 2 ’ 2 /  2

-U2 (T,x)^j с?ж +  2/з| у  у  ^д[£, ж, u\(t, х)\ — q[t, ж, U2 (t, х)\ j  dxdt+

+  [  e [ t ^ 2{t)}^ d t V  (2.2)

/ ( Wl^ 1) +  / ( u 2 , ^ ) > 2 / ( ^ ± ^ , - ^ ^ ) + i  (^ (Т .ж )-

''T r 1 . N 2

/'o  .Vo

которое доказывается непосредственным вычислением. Из (2.2), в силу 
неотрицательности последних трех слагаемых, имеем неравенство

Г/ q N . г/ q N otI Ui ~^U2 +  ^2/(u i,t9 i)  +  I{U2,'d2) >  2 /

из которого следует, что функционал 1{и .{>) является строго выпуклым 
и минимальное значение достигается лишь на •единственном элементе 
(t4°(t,a0,-tfo (t)).

Поскольку в силу условия (1.5) каждое векторное управление 
{u°(t, ж), ^°(£)) единственным образом, определяет управляемый процесс 
v ( t ,x ) ,  то управлениям u ( t , x ) +  Au(t,  х) и $(£) +  Ai9(£) соответствует 
решение краевой задачи (1.1)—(1.3) вида г/(£. ж) +  Д^(£, ж) , где A u(t .x )  -  
приращение, соответствующее приращениям A u(t ,x )  и Дт9(£). Согласно 
методике вывода принципа максимума [3| приращение функционала 
(2.1) можно представить в виде

Д7(п, $) — 1{и +  Au, 4- Atf) — /(и , г») =
/*Т /•!

и;(£, ж) j  [/(£, ж, и 4- А и) — f ( t , x ,u ) ]  — (3[q2(t, х, и -I- А  г/,) —
'о ./о

- q 2(t ,x ,u ) ]^dxdt  -  J  J  u(t,  l ) j  [р(£, $ +  Д $) — 

- p M ) ]  -  p [62{t,'d +  A t f ) - e 2(t ,t f )\\dtdx+ [  A/y2(T ,x)d,
./o

f  ДП(£, ж, си, и, d)dtdx +  [  A u 2{T,x)d,x , (2.3) 
./o .Vo ./o

где

2016. Г. 15. Серия «Математика». С. 50-61
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n (t ,  ж, to(t, ж), u(t, х), т9(£)) =  u(t,  x ) f ( t ,  х, u(t, x))  — (3q2 (t , x, u(t. ж)) +

+cu(t, 1 )p[t, (t)] -  (362 (t, ti(t) ) ,

а функция cu(t,x) является решением сопряженной краевой задачи

сь>£ +  ojxx +  ц JQT К(т, t)cj(r, x )dr  =  0, 0 <  ж < 1, 0 < £ < Т,

< и (г, х) +  2[и(Т, х) — £(ж)] =  0, 0 < ж < 1, (2 .5)

ч ujx(t, 0) =  0, ux(t, 1) +  auj(t, 1) =  0, 0 < £ < Т.

На основе этих вычислений сформулируем принцип максимума.

Т е о р е м а  1. Для того чтобы векторное управление (г/,°(£, ж),т9°(£)) 
было оптимальным необходимо и достаточно, чтобы, функция 11(£, ж, 
uj(t, x ) ,u ( t , ж), $(£)), где cu(t, ж) — решение сопряженной краевой зада:чи. 
соответствующее векторному управлению (u°(t, x),i9°(t)), удовлетво­
ряла бы, условию

П(-, u°(t, ж), $°(£)) (= )  sup П (- ,и ,$ ).
(u.tfJeF*

Здесь сим,вол. (= )  означает равенство, справедливое почти всюду в об­
ласти [0,1] х [0,Т], а верхняя грань берется, по всем знамениям, пары, 
(и,'в), изменяющейся на мноо/сестве допустим/их знамений F.

Доказательство. Поскольку в формуле (2.3 )остаточный член 
Jо Д/у2(Т, x)dx  неотрицательный, то нестрогое доказательство, с учетом 
(2.4), следует из представления (2.3). □

Решая задачу П(£, ж, u>(t, ж), u(t, ж), #(£)) —> max, относительно опти­
мальных управлений ж), , получим следующие соотношения

Пи(-,и,т9) =  c j ( t ,x ) fu(-,u) -  2/3q(t,x,u)qu(t ,x ,u )  =  0,
Щ(-,и,т9) =cj(t,l)p0(-,0) -  2pe(tJ)6^(tJ) =  0,

П щ Д -.'М ) = u j ( t , x ) f uu -2 (3 (q l  +  QQuu) <  0,
ПМ (•, w, i9) =  w(£, l ) p ^  -  2/5(6>§ +  6>6^) <  0, 

которые называются условиями оптимальности.
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3. Р еш ен и е  со п р я ж е н н о й  кр аевой  задачи

Решение сопряженной краевой задачи (2.5) ищем в виде

ОО

Uj{t,x) =  J^ W n(t)2n( Х ) .

п=  1

Коэффициенты Фурье con(t) определяются как решение линейного ин­
тегрального уравнения Фредгольма второго рода

сj n(£) =  - 2 е~х^ т̂ [ и п(Т) -  U \ +  И [  B n(s, t )un(s)ds, (3.2)
.7 о

где ядро имеет вид B n(s, t) =  e ~ ^ T~^ K (s ,  г) dr. Решение интеграль­
ного уравнения, находим по формуле [4]

сj n(t) — (/i I  Rn(s,t,/j,)e~x™(-T~s'>ds +  e-A” (T-t))(-2 )[z /n(T) -  f n], (3.3) 
Jo

где резольвента определяется как сумма ряда

ОО

Rn(s, t, ц) =  t), Vn =  1 ,2 , . . . ,  (3.4)
П— 1

сходящаяся при \ц\ <  J Ai, и удовлетворяет оценке

Rl(s,t ,/i)ds  <
./о ( У Щ -  |м(УЛоТ)2

Далее с учетом соотношения

т
ип(Т) -  и  =  —£п -  i>n[e~x™T +  ц [  Rn(s , Т, /i)e~A"'sG!s]-t-

.7 о

+  [  еп( Т ,т ,д ) [ /п(т,и) +  Zn(l)p(r,i9(r))]dr (3.6)
Jo

сcn{t) представим в виде

un(t) =  En(T,t,/i)ln -  f En(T,t, /j,)en(T, r , fj,)[fn(r, u)+
J о

+2n(l)p(r,i9(T))]dr
где

*T

vijutiLiHH кцжутского государственного университета.
2016. Т. 15. Серия «Математика». С. 50-61
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m

£П(Т. т, fj,) =  е~Х"(т~т') +  /л I Rn(T , s. /i)e_A" (s_T)<ls, 
Jo

2 Г7" 2
l n = U ~  Фп [e~XnT +  fi /  Rn(T , s ,^ )e~ XnSds].

Jo
Непосредственной проверкой доказывается, что w(t,x)  £ H(Q).
В заключение отметим, что при подстановке решения сопряженной 

краевой задачи (2.5) в (2.7) получим трудно проверяемые неравенства. 
Для упрощения задачи, исключая uj(t,x) и сo(t, 1) из (2.6) и (2.7), полу­
чаем систему интегральных уравнений

q ( t ,x ,u ( t , x ) )q u{ t , x , u ( t , x )) ^
* — / . ( * , * , « ( * ■ ; * » —  =

- / En( T , t , ц)еп(Т,т,ii)[fn(r ,u )  +  гп(1)р(т,-д(т))]с1т)гп(х), 

g M H ) W ^ ) ) ^ (  (  )  f  En(T , t , » )en{T, т , м ) х

71=  1 .70

х [/п (т , U) + Z n(l)p(r,^(r))]fl(r)2n (l) ,
(3.8)

и неравенства

Р - ( и ( « ) ) ( ^ т Ш ) , > о ,
' P ’dv ' iVy t ) )  / ( 3 9 )

/ „ ( t ,  U(t, X »  r g(t ’ x ' " (t; x))9f -  x ) ) )  > 0 .
V f u ( t , X , U { t , X ) )  J u

Заметим, что неравенства (3.9) ограничивают класс функций внешних 
воздействий /[£, ж, it(t, ж)] и р[£, $(£)].

Таким образом., оптимальные управления u ° ( t , x ) и $°(£) следует на­
ходить как решение задачи (3.8)—(3.9), которая требует дополнительно­
го исследования. '
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K ey w ord s : a boundary value problem, weak generalized solution, functional, I,lie 
maximum principle, the optimal control.
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