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Актуальность темы. Одним из подходов математического моделирования 

процессов, происходящих в неоднородных и кусочно-однородных средах, а также 

при сосредоточенных факторах, является сведение их к изучению задачам 

сопряжения для уравнений в частных производных второго, третьего и четвертого 

порядков. Задачи с нелокальными условиями сопряжения для уравнений в 

частных производных часто используются в качестве математической модели 

процесса теплопередачи в составной системе с разными теплофизическими 

характеристиками. 

Задачи сопряжения для уравнений в частных производных четвертого 

порядка сравнительно мало исследованы. С увеличением порядка уравнения в 

частных производных такие вопросы, например, как корректность постановки 

задачи, представление решения уравнения, количество условий склеиваний и 

разрешимость задачи не всегда очевидны и требуют тщательного исследования в 

каждом конкретном случае. 

Поэтому, постановка и исследование корректных краевых задач и задач 

сопряжений для псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого 

порядка определяет актуальность данного исследования. 

Связь темы диссертации с крупными научными проектами и 

основными научно-исследовательскими работами. 

Диссертационное исследование проведено в соответствии с проектом 

Института фундаментальных и прикладных исследований Ошского 

государственного университета МОиН КР по теме: «Изучение математических 

моделей гидроаэродинамики, химической кинетики, тепло-массообмена и других 

явлений природы» (гос. регистрация№0005721, 20.04.2012). 

Цели и задачи исследования: 

 доказать существование и единственность решения краевых задач для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка; 

 выявить количество условий склеивания, обеспечивающие корректности 

задач сопряжений; 

 отыскать достаточные условия гладкости заданных функций и 

разрешимости задач сопряжений; 

 доказать единственность решения задачи сопряжений 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка. 

 Методика исследования. При построении представления решений 

уравнений использован метод понижения порядка уравнения и метод функции 

Римана. Для доказательства существования и единственности решений применен 

метод редукции краевых задач к решению интегральных уравнений типа 

Фредгольма или Вольтерра и их систем, а также принцип сжатых отображений и 

метод последовательных приближений. 

 Научная новизна работы состоит в разработке корректности постановки 

новых краевых задач, формулировке нелокальных условий сопряжения, 

отыскании формы криволинейных границ области определения уравнений и 

условий согласования заданных краевых условий. Построенная теория позволяет 
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доказать корректность задачи сопряжений для псевдопараболических и 

гиперболических уравнений четвертого порядка. 

Научная новизна работы заключается в том, что 

 разработана корректность постановки новых краевых задач; 

 сформулированы нелокальные условие сопряжения; 

 найдены формы криволинейных границ области определения уравнений 

и условий согласования заданных краевых условий; 

 построена теория доказательства корректности задачи сопряжения для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка. 

Теоретическая и практическая значимость полученных результатов. 

Результаты диссертации, связанные с исследованием задачи сопряжения для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка, могут 

быть использованы для развития теории краевых задач уравнений в частных 

производных второго, третьего, четвертого и более высокого порядков, а также 

при моделировании явлений и процессов, протекающих в неоднородных, 

кусочно-однородных средах и при сосредоточенных факторах. Кроме этого 

материалы диссертации можно использовать в научных исследованиях, а также 

при разработке спецкурсов для профильных и других естественно-технических 

направлений в высших учебныхзаведениях.  

Основные положения, выносимые на защиту: 

1. Сформулирование корректности постановки краевых задач и задачи 

сопряжений для псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого 

порядка как в прямоугольных, так и в криволинейных областях. 

2. Определение достаточных условий существования и единственности 

решений краевых задач для псевдопараболических и гиперболических уравнений 

четвертого порядка с нелокальными условиями сопряжения. 

3. Установление однозначной разрешимости краевых задач для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений, когда условия сопряжения 

задаются на нехарактеристической линии. 

4. Построение функции Римана для псевдопараболических и 

гиперболических уравнений с младшими членами и изучение ее свойства. 

5. Определение количества условий склеивания, обеспечивающие 

корректности задач сопряжений. 

Апробация работы.Итоги исследования регулярно докладывались и 

обсуждались на конференциях, заседаниях кафедры и результаты докладывались: 

на второй международной научной конференции «Актуальные проблемы теории 

управления, топологии и операторных уравнений» (г. Чолпон-Ата, 2013 г.); 

республиканской научно-теоретической конференции, посвященной 20-летию 

Жалал-Абадского государственного университета (г. Жалал-Абад, 2013 г.); 

международном Конгрессе «V Congress o f the Turkic World Mathematicians » 

(Иссык-Куль, Аврора, 2014 г.);  международном форуме, проведенной в Иссык-

Куле (с. Бозтери, 2015 г.); XLII Международной научно-практической 
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конференции «Естественные математические науки в современном мире» (г. 

Новосибирск, 2016 г.). 

Некоторые положения обсуждались также на семинаре «Уравнения в 

частных производных» (г. Ош, ОшГУ, 2012-2016 гг.), руководитель – д.ф.-м.н., 

профессор А. Сопуев; межвузовском научном семинаре «Актуальные вопросы 

теории дифференциальных уравнений» ОшГУ, руководитель – д.ф.-м.н., 

профессор К. Алымкулов (г. Ош, 2012-2016 гг); семинаре по дифференциальным 

уравнениям, руководитель – д.ф.-м.н., профессор К.С. Алыбаев (г. Жалал-Абад, 

ЖАГУ. 2013-2016 гг).  

Публикации по теме диссертации. По теме исследования опубликовано 13 

работ в научных изданиях, в том числе  9статей: [1] - [2], [5] -[11] и 4 тезиса [3], 

[4], [12], [13]. 

Личный вклад автора в совместных работах. В совместных работах [2] - 

[4], [6], [9], [13] постановка задачи принадлежит научному руководителю, а 

доказательство теорем существования и единственности решений, получение 

основных результатов – автору.  

Структура, объем и краткое содержание диссертации: Диссертация 

состоит из введения, четырех глав, состоящих из 9 разделов, списка 

использованных источников из 76 наименований и заключения. Нумерация 

разделов – двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер 

раздела. Нумерация теорем, формул, примеров – тройная: первая цифра указывает 

на номер главы, вторая – на номер раздела, третья – на порядковый номер в 

разделе. Объем текста 112 страниц. 

Пользуясь, случаем, выражаю глубокую благодарность и искреннюю 

признательность моему научному руководителю, доктору физико-математических 

наук, профессору А. Сопуеву за постановку задач, за ценные и полезные советы, 

за постоянное внимание и обсуждение результатов работы. 

Краткое содержание работы. В первой главе проводится обзор работ по 

теме диссертационной работы и сформулированы основные результаты, 

полученные в данной работе.  

В разделе 1.2 делается обзор основных результатов, полученных в данном 

исследовании. В работе рассматриваются задачи сопряжения для уравнений в 

частных производных четвертого порядка вида 

),,(),(),(),(),(

),(),(),(),()(

1213

21211

yxfuyxduyxcuyxcuyxb

uyxbuyxbuyxauyxauuL

yxyy

xyxxxyyxxyxxyy   (1) 

),,(),(),(),(),(

),(),(),()(

2212

1212

yxfuyxuyxuyxuyx

uyxuyxuyxuuL

yxxy

xxxxyxxxxxxy
   (2) 

где ),3,1(),2,1(,,,,, jbifca jiiiiii
 являются заданными гладкими функциями. 

Линейное уравнение гиперболического типа с двумя действительными 

кратными характеристиками относительно старших производных (уравнение (1)) 

приведено к каноническому виду. Прямые constyconstx ,  являются 

двукратными действительными характеристиками уравнения (1).  
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Уравнение (2) является линейным уравнением гиперболического типа с 

двумя действительными характеристиками (одной из них является трехкратными, 

а другой – однократными), также приведено к каноническому виду относительно 

старших производных. Прямая consty  является трехкратной действительной, а 

constx  - однократной характеристикой уравнения (2). При этом, уравнение (2) 

часто называется псевдопараболическим уравнением. 

Во второй главе установлены достаточные условия однозначной 

разрешимости задачи сопряжения для уравнений (1) и (2), при условии 

характеристики склеивания 0y . 

В разделе 2.1 в характеристическом прямоугольнике D  с вершинами 

),h,0(A),h,0(A 110 ),0,h,h()h,(B),h,(B 1011   рассматривается краевая задача для 

псевдопараболического и гиперболического уравнений четвертого порядка с 

нелокальным условием сопряжения на общей границе :)y,x{(J }0y,x0   

областей )0y(DD1  и )0y(DD2  (рис. 1). 

Задача 2.1.1. Найти функцию )]D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22 , 

удовлетворяющую в области 1D  уравнению (1), граничным условиям 

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u 2x1     (3) 

,x0),x()h,x(u         (4) 

а в области 
2

D  уравнению (2), граничным условиям 

,0),(),0(

),(),0(),(),0(

13

21

yhyyu

yyuyyu

xx

x    (5) 

и условиям сопряжения 

),()0,(),()0,(

)()0,(),0,()0,(

0

xrduxxu

xxuxuxu

x

yy

y

  (6) 

где ),3,1j(,b),2,1i(,,,c,a jjiiiii

r,,,,,d,, 21  - заданные функции, при 

этом  выполняются следующие условия 

].,0[,),(

),()(),()(

),()(),()(

),()(),(),(

)(),(),()(

),()(),()(

),()(),()(

),()(),()(

303

2

10

222

01

21

2

11

222

02

21

2

12

2222

03

2111

10

12

1

01

111

20

13

1

11

121

02

11

1

21

121

12

11

CrQC

DCDCDCDC

DCDCDCDC

DCDCDCDC

DCDCdDCDCc

DCDCcDCDCb

DCDCbDCDCb

DCDCaDCDCa

 (7) 

).0()h(),0()0(),0()0(

],0,h[C,,],,0[C],h,0[C,

22211

1

1

321

22

21 
     (8) 

Введем следующие обозначения 

)0,(B

),0(
0

hA

),0(
11

hA

u

u

u

x
u

x
u

1
D

2
D

x

y

Рис. 1. 

),(
11

hB 

),(
0

hB 

)0,0(A

xx
u
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,0),()0,(),()0,(

,0),()0,()0,(

21 



xxvxuxvxu

xxxuxu

yy

    (9) 

причем )(),(),(
21

xvxvx  - пока неизвестные функции. Тогда в силу постановки 

задачи 2.1.1 из второго условия (9) получим 

),x(rd)(),x()x()x()x(

x

0

221    (10) 

Разберем вспомогательную задачу для уравнения (1) с условиями (3) и 

начальными условиями 

x0),x(v)0,x(u),x()0,x(u 1y .    (11) 

В целях решения этой задачи введем функцию Римана ),;y,x( , 

являющаяся в области }y0,x0:),{(D*

1  ( 1

*

1 DD ) решением уравнения 

0d)c()c()b()b()b()a()a()(L 1132121

*

1  

и удовлетворяющая краевым условиям 

  
),;,(),;,(,0),;,(

),;,(),;,(,0),;,(

2

1

yyxyx

xyxyx

yy

xx
 

где ),;,(
1

x ),;,(
2

y  определяются в качестве решения следующих задач: 

,1),x;y,x(,0),x;y,x(

,y0,0),x;y,x(),x(b)],x;y,x(),x(a[),x;y,x(

yy

11

 

.1)y,;y,x(,0)y,;y,x(

,x0,0)y,;y,x()y,(b)]y,;y,x()y,(a[)y,;y,x(

xx

32

 

Тогда решение вспомогательной задачи представляется в следующем виде: 

,d),(f),;y,x(dd)]();y,x(F

)(v)0,;y,x()0,(b)();y,x(E)(v)0,;y,x()0,(a

)();y,x(D)(v)0,;y,x([d)]();y,x(C

)();y,x(B[)y()y,0;y,x()y()y,x(A)y,x(u

1

x

0

y

0

1

13112

x

0

1111

y

0

21211

 (12) 

где функции ),y,x(A1 ),;y,x(B1 ),;y,x(C1 ),;y,x(D1 ),;y,x(E1 );y,x(F1  выражаются 

посредством данных задачи 2.1.1 и функции ),;y,x( . 

Применяя условие (4) из (12) получаем соотношение для функции )x(  и 

)x(v1 , выходящее из области 
1

D : 

x

0

112

x

0

1

11

),x(Фd)(v),x(Hd)(),x(H

)x(v)0,x;h,x()x()x;h,x(D

   (13) 

где )(),,(),,( 121 xФxHxH  - заданные функции, выражающиеся функциями

),;,( yx  и данными задачи 2.1.1. 

С другой стороны, учитывая постановку задачи 1 и устремляя у к нулю из 

уравнения (2), получаем следующее соотношение 
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x

0

11 ),x(g~d)(),x(H)x()x()0,x()x(v    (14) 

где )x(g~),,x(H  выражаются посредством коэффициентов уравнения (2) и через 

граничные данные (5). Затем, исключив )(
1

xv  из соотношений (13) и (14), 

получим таковое интегральное уравнение 

  ),x(gd)(),x(K)x()x(

x

0

1      (15) 

где ,dt)t,x;h,x()t,x(b)0,x;h,x()]0,x(a2)x()0,x([1)x(

h

0

1111 ),x(K , )x(g  - 

являются заданными функциями. 

При выполнении условия 

,0)x(:],0[x 1      (16) 

уравнение (15) является интегральным уравнением Вольтерра второго рода, 

имеющее единственное решение. 

Так, если 0)y,x(b,0)0,x(a2)x()0,x( 111 , то 1)x( , что свидетельствует 

о выполнении условия (16). 

При условии 

,0)y,x(a)y,x(b:D)y,x( y111     (17) 

получаем 

.0),x;y,x(:)h,0[     (18) 

Поэтому, если 

,0)0,x(a2)x()0,x(:],0[x,0)y,x(b:D)y,x( 1111   (19) 

то  
.1)x(:],0[x   

Следовательно, при выполнении условий (17) и (19) имеет место условие 

(16) и интегральное уравнение (15) является интегральным уравнением Вольтерра 

второго рода, допускающее единственное решение. Определив )x(  из уравнения 

(15), будем знать и )x(v
1

. Тогда решение задачи 2.1.1 в области 
1

D будет иметь 

вид (12), а в области 
2

D  определится по формуле 

,d)]();y,x(E)();y,x(D)();y,x(C

)();y,x(B)(),0;y,x(),0()(),0;y,x([

d)();y,x(A)x()0,x;y,x()y,x(u

121222

y

0

2231131

x

0

21

  (20) 

где ;у,хE,;у,хD,;у,хC,;у,хB,;у,хA 21222  - заданные функции, а 

),;y,x(1  - функция Римана для уравнения (2), определяющаяся как решение 

сопряженного уравнения 

,0)()()()()()()(L 1121112111211112  

удовлетворяющее условиям 
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,,y,xy,;y,x

,dt)t,x(exp,x;y,x,0,x;y,x,0,x;y,x

11

y

1111
 

где ,y,x1  - решение следующей задачи Коши: 

,0y,;y,x]y,y,y,[

y,;y,x]y,2y,[y,;y,xy,y,;y,x

1222

122121
 

.x0,1y,;y,x,0y,;y,x,0y,;y,x x1x1x1  

Таким образом, имеет место  

Теорема 2.1.1. Если выполняются условия (7), (8), (17) и (19), то решение 

задачи 2.1.1 существует, единственно и определяется в областях 1D  и 2D  по 

формулам (12) и (20) соответственно. 

В разделе 2.2 в области D , описанной в разделе 2.1, рассматривается 

Задача 2.2.1. Найти функцию )]()([)(),( 2

13

1

22 DCDCDCyxu , 

удовлетворяющую в области 1D  уравнению (1), граничным условиям (3), (4), 

удовлетворяющую в области 2D  уравнению (2), граничным условиям (рис. 2) 

0),(),(

),(),(),(),(

23

21

yhyyu

yyuyyu

xx

x




     (21) 

и условиям сопряжения (6), где для коэффициентов уравнений и заданных 

функций выполняются условия (7) и 

)0()(,)0()(

),3,1(0,,,0,

21

1

12

21

hh

ihChC i   (22) 

0)(:,0 xx  .    (23) 

Методом функции Римана и 

интегральных уравнений разрешимость 

задачи 2.2.1 эквивалентно сводится к 

разрешимости интегрального уравнения 



x

x

xgdxP

dxMxx

)()(),(

)(),()()(

31

0

11

,  (24) 

где )(),,(),,(,)( 3111 xgxPxMx  - заданные 

функции, выражающиеся через данные задачи 

2.2.1. Если  

 0)x(:,0x 1 ,   (25) 

то уравнение (24) является уравнением типа 

Фредгольма второго рода. При выполнении условия (25) из (24) получим 
x

0 x

)x(gd)(),x(Pd)(),x(M)x(



,  (26) 

)0,(B

),0(
0

hA

),0(
11

hA

u

u

u

x
u

x
u

1
D

2
D

x

y

Рис. 2. 

),(
11

hB 

),(
0

hB 

)0,0(A

xx
u
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где ,
)(

),(
),(

1

3

x

xM
xM

)(

),(
),(

1

3

x

xP
xP , .

)(

)(
)(

1

3

x

xg
xg  

Пусть KxPxM
QCQC )()(

),(,),(max , где }0,x0:),x{(Q  . 

Если  

     1K  ,      (27) 

то уравнение (26) имеет единственное решение, которое можно построить 

методом последовательных приближений. 

Таким образом, доказана 

 Теорема 2.2.1. При выполнении условий (7), (22), (23), (25) и (27),  решение 

задачи 2.2.1 существует единственное. 

В разделе 2.3 рассмотрены краевые задачи для уравнений (1) и (2) с 

нелокальным условием сопряжения в криволинейной области D  (рис. 3), 

ограниченная линиями ),0h(0yh),y(x:AA,0x:AA 1110 :BA 11 ,hy 1

x:BB 01 , ),x(y:BA 00 x0 . Пусть ),0y(DD1 )0y(DD2 , а )y( , 

)x(  - монотонно неубывающие гладкие функции.  

Задача 2.3.1.Найти функцию )]D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22 , 

удовлетворяющую в области 1D  уравнению (1),граничным условиям 

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u 2x1 ,x0),x())x(,x(u   

удовлетворяющую в области 2D  уравнению (2),граничным условиям 

,0yh),y()y),y((u 11 0yh),y()y,(u),y()y,(u 13x2   

и условиям сопряжения (6), где ,),3,1j(,b),2,1i(,f,,,c,a jjiiiiii
 

,,r,,,,,d  - заданные функции, 

удовлетворяющие условиям гладкости (7) и 

условиям согласования 

).0()(),0()0(,0,0

,)(,0)0(,)(0:]0,[

,)(,)0(,)(:],0[

,0)(:],0[,0,,},0,0

:),{(),()(],0,[,

,,],,0[,,,],,0[,

11121

1111

22

1

12

1

1

3

21

22

21

hhh

hyhx

hhhxhx

xxhhtx

txQQCQChC

CrhC











 

В задаче 2.3.1, в отличие от задач 2.1.1 

и 2.2.1, в левой криволинейной боковой 

границе области 2D задано значение самой 

искомой функция, на правой боковой 

границе – значение самой функции и ее 

производной, а на верхней криволинейной 

границе области 1D  задано значение самой 

функции. Здесь, по причине наличия 

криволинейной границы строится другой вариант функции Римана, 

отличающийся от функции Римана, построенной в задаче 2.1.1.  

)0,(B

),0(
0

hA

),(
111

hA 

)(xy

)(yx

u

u

u

x
u

u

x
u

1
D

2
D

x

y

Рис. 3. 

),(
11

hB 

),(
20

hB 

)0,0(A
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Схема исследования задачи 2.3.1 аналогична задаче 2.1.1 с той лишь 

разницей, что разрешимость задачи 2.3.1 сводится к интегральному уравнению 

вида  

,d)(),x(Kd)(),x(H)x(g)x()x(
0

1

x

0

11



   (28) 

где ,dt)t,x);x(,x()t,x(b)0,x);x(,x()0,x(a21)x(

)x(

0

11111 ),(
1

xH , 

)x(g),,x(K1  - заданные функции, а ),;y,x(1  - функция Римана уравнения

0)(
1

*

2
L . 

Если  

,0)x(:],0[x 1      (29) 

то уравнение (28) является интегральным уравнением типа Фредгольма второго 

рода. При выполнении условия 

0),(),(:),( 111 yxayxbDyx y
    (30) 

получим 

.0),x);x(,x(:)]x(,0[,],0[x 1    (31) 

Наряду с этим, если 

,0)0,x(a:],0[x,0)y,x(b:D)y,x( 111     (32) 

то в силу (30) имеем 

.1)x(:],0[x 1      (33) 

Так, если 0)y,x(b,0)0,x(a 11 , то 1)x( , и, таким образом условие (29) 

выполняется. В этом случае, используя метод последовательных приближений 

решаем уравнение (28) при условиях (29) и находим единственное решение )x( , 

затем как и в задаче 2.1.1, доказываем однозначную разрешимость задачи 2.3.1. 

В разделе 2.4 рассмотрена задача сопряжения для псевдопараболических и 

гиперболических уравнений четвертого порядка в неограниченной области 

21 DDD , где }hy0,x0:)y,x{(D1 , ,x0:)y,x{(D2 }0y . 

Задача 2.4.1. Найти функцию )]D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22 , 

удовлетворяющую в области 1D  однородному уравнению (1), граничным 

условиям 

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u 2x1 ,x0),x()h,x(u   

удовлетворяющую в области 2D  уравнению (2), граничным условиям 

0y),y()y,0(u),y()y,0(u),y()y,0(u 3xx2x1  

и условиям сопряжения  

x0),0,x(u)0,x(u),0,x(u)0,x(u yy , 

где ,,d,),3,1j(,b),2,1i(,,,c,a 2jjiiiii - заданные гладкие функции, при 

котором 

),D(C)D(Cc),D(C)D(Cb),D(C)D(Cb

),D(C)D(Cb),D(C)D(Ca),D(C)D(Ca

1

01
111

20
131

11
12

1

02
111

21
121

12
11  
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),D(Cd),D(C)D(Cc 11

20
12

),D(C),D(C)D(C),D(C)D(C

),D(C)D(C),D(C)D(C),D(C)D(C

22

10
222

01
21

1

11
222

02
212

12
22

 

),3,1j(]0,(C),,0[C),2,1i(]h,0[C 1

j

21

i
 

).0()h(),2,1i()0()0(

,0,x,
x

1
)x(,y),3,1j(

y

1
)y(

1ii

21j  

Методом интегральных уравнений разрешимость задачи 2.4.1 сведем к 

разрешимости интегрального уравнения  

  
x

0

111 ),(d)(),x(K)x()x()x;h,x(D     (34) 

где 
h

0

11111 d),x,h,x(),x(b1)x;h,x(D , а )x(1 , ),x(K1  - заданные функции. При 

выполнении условия :],0[x  0)x;h,x(D1  уравнение (34) считается 

уравнением Вольтерра, имеющее единственное решение. Затем посредством 

функции Римана построим решения задачи 2.3.1 в областях 
1

D  и 
2

D . 

Третья глава посвящена задачам сопряжения для псевдопараболических и 

гиперболических уравнений четвертого порядка с нелокальными условиями 

сопряжения в криволинейном треугольнике, ограниченной линиями  

0yh,0x:AA 110 , 0yh),y(x:BA 11 , x0),x(y:BA0 , а 

),0y(DD1 )0y(DD2  (рис. 4). Где )y( , )x(  - монотонно 

невозрастающие функции.  

 В разделе 3.1 рассмотрена 

Задача 3.1.1.Найти функцию )]D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22 , 

удовлетворяющую в области 1D  уравнению (1), граничным условиям 

,hy0),y()y,0(u),y()y,0(u 2x1

,x0),x())x(,x(u   

удовлетворяющую в области 2D  уравнению (2), 

граничным условиям 

0yh),y()y,0(u),y()y,0(u 12xx1x , 

0yh),y()y),y((u 13  

и условиям сопряжения (6), где 

),3,1j(,b),2,1i(,f,,,,c,a jjiiiiiii

r,,,,,,,d  - заданные функции, при этом 

отметим, что  для них выполняются условия (7) и  

).0()h(),0()0(),0()0(

],0,h[C,,],,0[C],h,0[C,

22211

1

1

321

22

21 
 

   

Особенностью данной задачи является то, что краевые условия задаются по 

всей границе области, поэтому ее можно называть задачей типа задачи Дирихле.  

)0,(B

),0(
0

hA

),0(
11

hA

)(xy

)(yx

u

u

u

x
u

x
u

xx
u

1
D

2
D

x

y

Рис. 4. 
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В целях решения задачи 3.1.1 применим обозначения (9) и сведем к 

решению интегрального уравнения 

   ,d)(),x(K)x(g)x()x(

x

0

1     (35) 

где )0,x);x(,x()]0,x(a2)0,x()x([1)x( 111 ,dt)t,x);x(,x()t,x(b

)x(

0

1  а 

)x(g),,x(K  - это заданные функции. 

В случае выполнения условия 

,0)x(:],0[x 1      (36) 

уравнение (35) является интегральным уравнением Вольтерра второго рода, 

допускающее единственное решение. 

Так, если 0)y,x(b,0)0,x(a2)0,x()x( 111 , то 1)x( , что означает, что 

условие (36) выполняется. 

Теперь видно, что если выполняется условие 

,0)y,x(a)y,x(b:D)y,x( y111     (37) 

то 

.0),x);x(,x(:)]x(,0[],,0[x     (38) 

 Пример 3.1.1. Представим, что ),0consta(xaa 22

1 0dcba ij2

,2,1i( . .)3,1j  В этом случае для функции Римана получаем интегральное 

уравнение Вольтерра второго рода вида 

,dt)t,;y,x()a()y)(x(),;y,x(
y

22  

явное решение которого, имеет вид 

.y0,x0,1)y()a(exp
a

x
),;y,x( 22

22
 

Здесь отметим, что  

.01))x(()xa(exp)xa(),x);x(,x(:)]x(,0[],,0[x 2222

1  

Получается, что множество коэффициентов уравнения (3.1.1), для которых 

выполняется неравенство (37), составляет не пустое множество. 

Если 

,0)0,x(a2)0,x()x(:],0[x,0)y,x(b:D)y,x( 1111    (39) 

то 
.1)x(:],0[x 1  

Это означает, что при выполнении условий (37) и (39) интегральное 

уравнение (35) является интегральным уравнением Вольтерра второго рода и 

допускающее единственное решение. Затем следует решение задачи 3.1.1 

методом функции Римана как в области 1D , так и в области 2D . 

В разделе 3.2 изучена задача 3.2.1, при котором на линии сопряжения 

задаются разрывные условия склеивания относительно искомой функции и 

интегральные нелокальные условия для производной по нормали. 
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В разделе 3.3 установлена единственная 

разрешимость задачи 3.3.1: найти функцию 

)]D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22  , в области 1D  

удовлетворяющую уравнению (1), краевым 

условиям (рис. 5) 

,0),(),0(),(),0( 21 hyyyuyyu x

,0),())(,( xxxxu    

в области 2D  - уравнению (2), краевым условиям 

,0),(),0(),(),0( 121 yhyyuyyu xx

0),()),(( 13 yhyyyux  

и условиям сопряжения (6). 

В четвертой главе рассмотрены задачи 

сопряжения для псевдопараболо-

гиперболических уравнений четвертого порядка, 

при котором условия склеивания задаются на 

нехарактеристической линии. 

В разделе 4.1 исследована задача сопряжения для псевдопараболо-

гиперболического уравнения четвертого порядка 

),yx(DD)y,x(,0ucu
11xxyy

   (40) 

),yx(DD)y,x(,0ucu
22xxxy

   (41) 

где }y0,x0:)y,x{(D  )0(  , constc,c 21 .  

Задача 4.1.1. Найти функцию )],D(C)D(C[)D(C)y,x(u 2

13

1

22  

удовлетворяющую уравнениям (40) и (41) соответственно в областях 1D  и 2D , 

краевым условиям 

  ,y0),y()y,0(u),y()y,0(u
2x1

     (42) 

,y0),y()y,(u
3xx

       (43) 

,x0),x()0,x(u        (44) 

и условиям сопряжения 

,y0),y,0y(u)y,0y(u),y,0y(u)y,0y(u

,y0),y,0y(u)y,0y(u),y,0y(u)y,0y(u

xxyxxyxyxy

xx




  (45) 

где ),3,1i(i  - заданные функции, с учетом того, что для них выполняются 

следующие условия 

).()0(),1,0i()0()0(],,0[C],,0[C],,0[C 3

)i(

i

21

3

2

i     

Отличительной особенностью данной задачи является то, что условия 

сопряжения задаются на линии xy .  

В разделе 4.2 изучается задача 4.2.1 с условиями (42) - (45) для уравнений с 

младшими членами вида 
,),(,0),(),(),(),()( 1211 DyxuyxduyxcuyxcuyxbuuL yxxyxxyy
  

,),(,0),(),(),(),()( 2212 DyxuyxuyxuyxuyxuuL yxxyxxxy  

где )2,1i(,c,,d,,b ii , ),3,1i(i  – заданные функции, когда для них 

выполняются следующие условия 

)0,(B

),0(
0

hA

),0(
11

hA

)(xy

)(yx

u

x
u

u

x
u

u

xx
u

1
D

2
D

x

y

Рис. 5 
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],,0[C],h,0[C),2,1i(]h,0[C 21

3

2

i       (46) 

),(),()(),()(),()(

),(),()(),()(),()(

22

10

222

01

212

11

2

11

10

121

01

111

11

1

DCDCDCDCDCDCDC

DCdDCDCcDCDCcDCDCb
  (47) 

).()0(),1,0()0()0(
3

)(

1
ii

i
      (48) 

.0)y,x()yx(
2

1
)y,x(:],y[x],0[y 2

2     (49) 

 Пусть .0),(),(),(),(),(),(),(),( xyyyuyyyuyvyyuyyyu xxyxyx

Используя метод функции Римана и интегральных уравнений разрешимость 

задачи 4.2.1 эквивалентным образом сводим к решению системы интегральных 

уравнений Фредгольма вида 

,d)(g),y(K)y()y(g
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jjiii
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,4,1i    (50) 

где )y()y(g),y()y(g),y()y(g),y()y(g 4321  

),y()y(),y()y(),y()y(),y()y( 04030201  

)4,1j,i(),y(Kij
 - известные ядра, выражающиеся через данные задачи 4.2.1. 

Пусть 
4

1
,040

|),(|maxmax
j

ji
yi

yKM


. При выполнении условия 

1M ,      (51) 

система уравнений (50) имеет единственное решение, выраженное в виде 
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

0
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Таким образом, доказана 

Теорема 4.2.1. Если выполняются условия (46)–(48), (49) и (51), то решение 

задачи 4.2.1 существует и в единственном виде. 

В разделе 4.3 доказана разрешимость задачи 4.3.1, отличающее от задачи 

4.2.1, тем, что вместо условия (43) берется условие 

.0),(),()(),()(),( 3  yyyuyqyuypyu xxx  
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ВЫВОДЫ 

 

В данном исследовании сформулированы и доказаны однозначная 

разрешимость задачи сопряжения для псевдопараболических и гиперболических 

уравнений четвертого порядка как с постоянными, так и с переменными 

младшими коэффициентами. 

Работа показала, что, для корректности постановки задачи когда условия 

сопряжения задаются на линии, являющееся характеристикой одновременно для 

обоих уравнений, достаточно задания двух условий сопряжения: склеивания 

самой функции и ее нормальной производной на линии изменения типа 

уравнений.  

В ходе исследования установлено, что для корректности задачи, вместо 

обычных двух условий склеивания, необходимо задание четырех условий 

склеивания, когда порядок уравнения равен четырем и условия сопряжения 

задаются не на характеристической линии. Рассмотрены также случаи, когда на 

линии сопряжения задаются нелокальные интегральные условия, а также 

разрывные условия склеивания.  

В работе исследованы задачи сопряжения, когда граничные условия 

задаются на криволинейных участках рассматриваемой области, или краевые 

условия задаются на всех границах области, а также в случае, когда область 

является неограниченной. При решении задач использованы метод функции 

Римана, метод редукции к интегральным уравнениям и их системам, принцип 

сжимающих отображений и метод последовательных приближений. 

Полученные результаты исследования, связанные с исследованием задачи 

сопряжений для псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого 

порядка, могут быть использованы для развития теории краевых задач уравнений 

в частных производных, а также при моделировании явлений и процессов, 

протекающих в неоднородных, кусочно-однородных средах, а также при 

сосредоточенных факторах. 
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Саадалов Төлөнбай Ысмановичтин 01.01.02 – «Дифференциялдык теңдемелер, 

динамикалык системалар жана оптималдык башкаруу» адистиги боюнча физика-

математика илимдеринин кандидаты окумуштуулук даражасын изденип алыш 

үчүн “Төртүнчү тартиптеги псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелер 

үчүн жалгаштыруу маселелери» темасында жазылган диссертациялык ишинин 
 

РЕЗЮМЕСИ 
 

Урунттуу сөздөр: чек аралык маселе, чек аралык шарттар, жалгаштыруу 

маселелери, псевдопараболалык теңдеме, гиперболалык теңдеме, Риман 

функциясы, интегралдык теңдеме, чечимдин жалгыздыгы, чечимдин жашашы. 

 

Изилдөөнүн объектиси: псевдопараболалык жана гиперболалык 

теңдемелер үчүн чек аралык жана жалгаштыруу маселелери. 

 

Изилдөөнүн предмети: псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелер 

үчүн чек аралык жана жалгаштыруу маселелеринин корректтүүлүгүн изилдөө. 

 

Изилдөөнүн максаты: псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелер 

үчүн чек аралык жана жалгаштыруу маселелеринин бир маанилүү чечимге ээ 

болушунун жеткиликтүү шарттарын аныктоо. 

Изилдөөнүн методдору: изилдөөдө интегралдык теңдемелер теориясынын 

методдору, Римандын функциясы кысып чагылтуу принциби, математикалык 

физиканын теңдемелери, функционалдык анализ жана сызыктуу эмес теңдемелер 

теориясы колдонулду.  

 

Изилдөөнүн илимий жаңылыгы жана теориялык маанилүүлүгү: 

 псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелер үчүн тик бурчтуу 

жана ийри чек арасы бар областтарда коюлган чек аралык жана жалгаштыруу 

маселелердин корректүүлүгү далилденген; 

 псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелер үчүн локалдуу эмес 

жалгаштыруу шарттары бар чек   аралык маселелердин чечимдеринин 

жашашынын жана жалгыздыгынын жеткиликтүү шарттары табылган; 

 жалгаштыруу шарттары характеристикалык эмес сызыктарда берилген 

учурдагы псевдопараболалык жана гиперболалык теңдемелери үчүн чек аралык 

маселелердин чечимдеринин бир маанилүү аныкталышынын жеткиликтүү 

шарттары табылган; 

 кичине мүчөлөрү бар псевдопараболалык жана гиперболалык 

теңдемелери үчүн Риман функциясы тургузулган жана анын касиеттери 

изилденген. 

Алынган теориялык жыйынтыктар аралаш типтеги теңдемелер жана 

төртүнчү тартиптеги жекече туундулуу теңдемелер үчүн жалгаштыруу маселелер 

теориясындагы жаңы жыйынтыктар болуп эсептелет. 
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Изилдөөнүн практикалык мааниси. Маселерди чечүүнүн иштеп чыгылган 

алгоритми жалгаштыруу маселелери катышкан практикалык маселелерди чечүүдө 

колдонсо болот. 

 

РЕЗЮМЕ 

диссертационной работы Саадалова Төлөнбая Ысмановича на тему: “Задачи 

сопряжения для псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого 

порядка” на соискание ученой степени кандидата физико-математических наук по 

специальности 01.01.02 – «Дифференциальные уравнения, динамические системы 

и оптимальное управление» 

 

Ключевые слова: краевые задачи, граничные условия, задачи сопряжения, 

псевдопараболическое уравнение, гиперболическое уравнение, функция Римана, 

интегральное уравнение, единственность решения, существование решения. 

Объект исследования: краевые задачи и задачи сопряжения для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка. 

Предмет исследования: корректность задачи сопряжений для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого порядка. 

Цель исследования: установить достаточные условия однозначной 

разрешимости задачи сопряжений для псевдопараболических и гиперболических 

уравнений четвертого порядка. 

Методы исследования: при исследовании были использованы методы 

теории интегральных уравнений, функции Римана, принцип сжатых отображений, 

уравнений математической физики, функционального анализа и теории 

нелинейных интегральных уравнений. 

Научная новизна и теоретическая значимость исследования:  

 сформулированы корректности постановки краевых задач и задачи 

сопряжений для псевдопараболических и гиперболических уравнений четвертого 

порядка как в прямоугольных, так и в криволинейных областях; 

 найдены достаточные условия существования и единственности 

решений краевых задач для псевдопараболических и гиперболических уравнений 

четвертого порядка с нелокальными условиями сопряжения; 

 установлены однозначные разрешимости краевых задач для 

псевдопараболических и гиперболических уравнений, когда условия сопряжения 

задаются на нехарактеристической линии; 

 построены функции Римана для псевдопараболических и 

гиперболических уравнений с младшими членами и изучены ее свойства. 

Полученные теоретические результаты являются новыми в теории уравнений 

смешанного типа и задачи сопряжений для уравнений в частных производных 

четвертого порядка.  

Практическое значение исследования. Разработанный алгоритм 

построения решения может быть использован в приложениях при решении 

практических задач, связанных с задачамисопряжения. 
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SUMMARY 

Dissertation “Challenges for the pseudo-interface and hyperbolic equations of the fourth 

order” of Saadalova Tolonbaya Ysmanovicha is submitted for the scientific degree of 

candidate of physical-mathematical sciences, specialty 01.01.02 – «Differential 

equations, dynamical systems and optimal control» 

 

Key words: boundary value problem, boundary conditions, coupling problems, 

pseudo-parabolic equations, hyperbolic equation, the Riemann zeta function, integral 

equation, uniqueness of solutions, the existence of solutions 

The object of study: the boundary value problems and the conjugation problem 

for pseudo and hyperbolic equations of fourth order. 

Subject of research: correctness of conjugation problem for pseudo and 

hyperbolic equations of fourth order. 

Object: to establish sufficient conditions for the unique solvability of the problem 

of interfaces and pseudo-hyperbolic equations of fourth order. 

Methods: Methods of the theory of integral equations, the Riemann function, the 

contraction mapping principle, equations of mathematical physics, functional analysis 

and the theory of nonlinear integral equations were used during research. 

Scientific novelty and theoretical significance of the research: 

• formulate correct formulation of boundary value problems and the associated 

problem for pseudo and hyperbolic equations of fourth order in the square, and 

in the curved areas. 

• find sufficient conditions for the existence and uniqueness of solutions of 

boundary value problems for hyperbolic and pseudo fourth-order equations with 

nonlocal conditions conjugation. 

• the unique solvability of boundary value problems for hyperbolic equations and 

pseudo when transmission conditions are set at the non-characteristic line. 

• constructed Riemann function for pseudo and hyperbolic equations with 

younger members and studied its properties. 

The theoretical results are new in the theory of equations of mixed type and the 

associated problem for partial differential equations progizvodnyh fourfold. 

The practical significance of the study. The algorithm for constructing the 

solution can be used in applications in solving practical problems associated with the 

dual problem. 
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