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Перечень условных обозначений и основных определений 
 

Обозначения 

 – эквивалентность (равносильность) высказываний; 

||    – коллинеарность векторов; 

   – ортогональность векторов; 

nE  – n -мерное евклидово пространство; 

 n21 x,...,x,xXX


   –  радиус-вектор точки X  ; 

 i – интегральная линия векторного поля ie ; 

 id  – символ дифференцирования вдоль линии i  (или по направлению 

вектора ie ); 

  – внешнее произведение; 

 ji2 e,e,X 
  – двумерное распределение; 

 ie,X   – прямая, проходящая через точку X  с направляющим вектором 

ie ; 









ji,0
ji,1j

i  – символ Кронекера ( ij
ij ,  – только в таком смысле); 

Запись вида i
iba  обозначает, что по i  производится суммирование; 

«Плоскость» – собственное подпространство любой размерности основного 

пространства nE ; 

j
iF  – псевдофокус прямой    jie,X i 

 ; 

p  – p -мерное распределение  np  ; 

рМ


– вектор средней кривизны распределения p  в nE ; 

n  – сеть Френе в nE ; 

n
  – циклическая сеть Френе; 

j
ik  – i -тая кривизна линии j  сети n ; 
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)(ij  –двумерное распределение, определяемое векторными полями ji ee  ,  

)(ijk – трехмерное распределение, определяемое векторными полями 

kji eee  ,, ; 

ijk


 – i -тый вектор кривизны линии j  сети n ; 

ijij ed 
  – вынужденная кривизна линии i  вдоль направлении je . 

 
Основные определения 

 
Говорят, что в области G  n -мерного вещественного C – многообразия 

M  задана сеть n , если в G  заданы n  семейств линий таких, что через 

каждую точку GX   проходит одна и только одна линия каждого семейства, 

причем векторы, касательные к этим кривым в точке X, образуют базис 

векторного пространства XT  – касательного пространства к многообразию 

M  в точке X  [11].  

Точка  1e,XS 
 , определяемая радиус-вектором 1eXS 

 , 

называется фокусом [5] прямой  1e,X  , если dS


|| 1e  при смещении точки X  

по площадке  32 e,e,X   (т.е. 01  ). 

Псевдофокусом касательной  ie,X   к линии i  данной сети 

называется такая точка  i
j

i e,XF 
 , смещение которой принадлежит 

плоскости  n1i1i1 e,...,e,e,...,e,X 
 , когда точка X смещается в направлении 

линии )ji(j   [5]. 

Линии   iii f,    называются двойными линиями отображения f , 

если касательные к ним, взятые в соответствующих точках X  и  Xf  

пересекаются, либо параллельны [15]. 
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Линия   называется двойной линией пары ),( pf  , если она является 

двойной линией отображения f  и принадлежит распределению p  [15]. 

Для линии i  сети p  в 4E  (все k =0, кроме i , i -фиксировано) 

( i, j 1,..., p ; p 1,...,n   ; k p 1,...,n  ) векторы k
ij ij ka a e
  , ij ijb b e 

   

называются соответственно вектором относительной и вектором 

вынужденной кривизны поля ie  вдоль линии j  [65]. 

Сеть 3  в 3E  называется сетью Френе для линии 1 , если  2e,X   – 

касательная к линии 2  является вектором первой кривизны для линии 1 , 

 3e,X   – касательная к линии 3  сети 3  является вектором второй 

кривизны для этой же линии 1  сети 3 . 

Сеть 3  в 3E  называется циклической сетью Френе, если реперы 

     1 2 3 2 3 1 3 1 2X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e , X ,e ,e ,e   
          являются, соответственно, 

реперами Френе для линий 1 2 3, ,    одновременно. Ее обозначим через 3  

[48]. 

Полем p  p -мерных подпространств или p -распределением на 

многообразии nX  называется соответствие  

   p n p x n: x X x T X , p n     , 

где  nx XT  – касательное пространство многообразия nX  в точке nXx , 

 xp  – p -мерное подпространство в  nx XT  [29]. 

Вектор i j
p ij

1M g e
p




    i, j 1,2,..., p, p 1, p 2,...,n     называется 

вектором средней кривизны распределения p  [76]. 
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 Линии i ,   iig   в пространстве 4E  называются квазидвойными 

линиями отображения g , если касательные к ним, взятые в соответствующих 

точках X  и  Xg  принадлежат одному и тому же трехмерному 

подпространству пространства 4E . 

Линия   в пространстве 4E  называется квазидвойной линией пары 

 p,g  , если она является квазидвойной линией отображения g  и 

принадлежит распределению p . 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Актуальность темы. Данное исследование относится к основным 

разделам современной дифференциальной геометрии – теории гладких 

отображений, сетей и распределений.  

Точечные соответствия пространств одинаковой размерности изучали 

А.П. Норден, В.В. Рыжков, М.А. Акивис, В.Т. Базылев, Й. Микеш, 

Н.И. Гусева, и их ученики, а также другие геометры. 

Основы геометрии плоских многомерных сетей а также сетей двойных 

линий заложены в работах В.Т. Базылева. Работы В.Т. Базылева посвящены 

различным вопросам дифференцируемых отображений областей и 

поверхностей в n -мерном проективном, аффинном, евклидовом 

пространствах. 

Теория дифференцируемых частичных отображений евклидова 

пространства, имеет большой интерес не только для самой геометрии, она 

имеет широкое приложение в теоретической физике и в других областях 

математики. 

Значительный интерес представляют дифференцируемые, частичные 

отображения евклидова пространства, порождаемые заданным семейством 

гладких линий, так как от выбора сети зависит не только математическое 

моделирование физических явлений и процессов, а также их рациональные 

решения.  

Сети, линии которых являются двойными линиями в частичных 

отображениях, применяются в решении многих задач теории линейных и 

нелинейных волн.  

Настоящая работа посвящена исследованию задачи существования 

двойных линий частичных отображений j
if  пространства 4E , порождаемых 

заданным семейством гладких линий и пар   k
j

if , . Введены понятия 

квазидвойной линии частичных отображений j
if  и пар   ik

j
if , , 
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исследованы задачи существования квазидвойных линий частичных 

отображений j
if  и пар   ik

j
if ,  [77]. 

 

Цель работы 

1. Исследовать задачи существования двойных (квазидвойных) линий 

частичных отображений четырехмерного евклидова пространства 4E , 

порождаемых заданным семейством гладких линий; 

2. Исследовать задачи существования двойных (квазидвойных) линий пары 

  k
j

if , , где j
if – частичное отображение пространства 4E ,  k – 2-мерное 

распределение в 4E     k
j

if , ,    ik  3-мерное распределение в 4E ; 

3. Найти необходимые и достаточные условия вырожденности частичных 

отображений j
if  пространства 4E . 

 

Методы исследования. В данной работе использованы следующие 

методы: метод внешних форм Картана, метод подвижного репера с 

использованием теоретико-группового метода дифференциально-

геометрических исследований Г.Ф. Лаптева [51]-[55]. 

 

Научная новизна работы. В данной работе 

1. Доказаны необходимые и достаточные условия вырожденности 

частичных отображений j
if : j

i  четырехмерного евклидова 

пространства 4E , порождаемых заданным семейством гладких линий; 

 2. Найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i  циклической сети Френе являлись двойными (квазидвойными) 

линиями частичного отображения j
if  четырехмерного евклидова 

пространства 4E , порождаемого заданным семейством гладких линий; 
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3. Получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i  циклической сети Френе являлись: а) двойными линиями пар 

 ),( kf  , где    

 eeX kk ,,  – двумерное распределение, определяемое 

векторными полями 

 eek , ; б) квазидвойными линиями пар   ik
j

if , , где 

 ik  – трехмерное распределение, определяемое векторными полями 



 e,e,e ki ; 

4. Доказаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линия  , принадлежащая распределению  k    ik  являлась двойной 

(квазидвойной) линией пары   k
j

if ,     ik
j

if , ; 

5. Найдена зависимость вырожденности частичного отображения j
if  от 

того, что какие линии циклической сети Френе являются двойными 

(квазидвойными) линиями пары   k
j

if ,     ik
j

if , . 

 

Теоретическая и практическая ценность. Результаты данной работы 

представляют, прежде всего, теоретический интерес. Они могут быть 

использованы в дальнейших исследованиях по геометрии отображений 

погруженных многообразий и в теории сетей на многообразиях. Результаты 

диссертации также могут быть использованы в теории графов, компьютерной 

геометрии. 

 

Основные положения, выносимые на защиту: 

– Доказательство необходимого и достаточного условий  

а) вырожденности частичных отображений j
if : j

i  

четырехмерного евклидова пространства 4E , порождаемого заданным 

семейством гладких линий. 
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б) для того, чтобы линии i  циклической сети Френе являлись 

двойными (квазидвойными) линиями частичного отображения j
if . 

в) для того, чтобы линии i  циклической сети Френе являлись 

двойными (квазидвойными) линиями пар   k
j

if ,     ik
j

if , . 

г)  для того, чтобы любая линия  , принадлежащая распределению 

 k    ik  являлась двойной (квазидвойной) линией пары   k
j

if ,  

   ik
j

if , . 

– Нахождение зависимости вырожденности частичного отображения 
j

if от того, что какие линии циклической сети Френе являются двойными 

(квазидвойными) линиями пары   k
j

if ,     ik
j

if , . 

 

Апробация работы. Результаты работы докладывались и обсуждались: 

на международной научной конференции «Роль науки и образования в 

современных условиях глобализации», посвященной 75-летию 

общественного деятеля, академика НАН КР, д.х.н. профессора 

Б.М. Мурзубраимова (Ош 2015), на семинаре по геометрии и топологии 

факультета математики, информатики и кибернетики Кыргызского 

Национального Университета им. Ж. Баласагына (руководитель – д.ф.-м.н., 

профессор Чекеев А.А.), на научно-методическом семинаре «Современные 

проблемы математики и технология преподавания математики» при ЖАГУ 

(руководитель – д.ф.-м.н., профессор Алыбаев К.С.), на межвузовском 

семинаре «Актуальные проблемы математики и информатики» при ФМИТ 

ОшГУ (руководитель - д.ф.-м.н., профессор, член-корреспондент НАН КР 

Алымкулов К.), а так же на научно-теоретическом семинаре кафедры 

алгебры и геометрии ОшГУ (руководитель – д.ф.-м.н., профессор 

Матиева Г.). 
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Публикации по теме диссертации. Основное содержание диссертации 

опубликовано в 11 работах [40-50]. Из них 7 статей в российских 

периодических изданиях [40-42, 47-50] индексируемых в РИНЦ и 2 статьи в 

кыргызских периодических изданиях [45, 46] индексируемых в РИНЦ. 

 

Личный вклад автора в совместных работах 

В работах [42], [44] идея постановки задач принадлежит Г. Матиевой, а 

получение результатов – Н.Н. Курбанбаевой. 

В работах [40], [41], [47], [49], [50] идея постановки задач принадлежит 

Г. Матиевой,  получение результатов – Н.Н. Курбанбаевой, выяснение 

геометрических смыслов конечных соотношений – Ч.Х. Абдуллаевой. 

В работах [48] идея постановки задач принадлежит Г. Матиевой, 

получение результатов – Н.Н. Курбанбаевой, выяснение геометрических 

смыслов конечных соотношений – Г.М. Борбоевой. 

 

Структура, объем и краткое содержание диссертации: диссертация 

состоит из введения, трёх глав, состоящих из 11 разделов, списка 

использованных источников из 86 наименований и заключения. Нумерация 

разделов двойная: первая цифра указывает на номер главы, вторая – на номер 

раздела. Нумерация теорем, лемм и формул – тройная: первая цифра 

указывает на номер главы, вторая – на номер раздела, третья – на порядковый 

номер в разделе. Объем текста 90 страниц. 
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ГЛАВА 1 

Обзор литератур по теории дифференцируемых отображений, 

сетей и распределений 
 

§1.1 Обзор литератур по геометрии дифференцируемых 

отображений, сетей и распределений 

 
Геометрии дифференцируемых отображений гладких многообразий 

посвящено большое число работ. Основные понятия и результаты 

дифференциальной геометрии точечных соответствий между пространствами 

приведены в обзорной работе В.В. Рыжкова [73]. 

В работах [8]-[10], [14] В.Т. Базылева рассматриваются различные 

вопросы дифференцируемых отображений областей и поверхностей в n-

мерных проективном, аффинном, евклидовом пространствах, вводится 

понятие графика отображения. 

В работе Л.И. Алексеевой [1] найдены необходимое и достаточное 

условие для того, чтобы график V3 отображения 33 EE:f   был 

поверхностью нулевой скалярной кривизны в случае, когда основание 

отображения образовано характеристическими линиями отображения f. 

Доказано, что вторая поляра точки 3VX   будет при этом конусом второго 

порядка. 

М.А. Чешкова в работе [79] рассматривает две гладкие поверхности 
nM , nM  и диффеоморфизм nn MM:f  . Установлено, что если f 

конформное отображение, а касательные плоскости n
p MT  и  

n
pf MT  

ортогональны для всех nMp , то в соответствующих точках поверхностей 

равны тензоры Риччи, а отображение nn MM:f   сохраняет линии 
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кривизны, определяемые относительно векторов средних кривизн 

поверхностей. 

В работах [83], [84] Й. Микеша рассматривается геодезические 

отображения Римановых пространств и пространств аффинной связности, 

также геодезические отображения Риччи пространств Эйнштейна. 

В работе [37] С.В. Киреева рассматривает в проективном пространстве 

отображение g :  , в котором каждая линия двойная, в случае, когда 

области nP  и nP   нормализованы одним и тем же семейством 

гиперплоскостей. В работе [38] она рассматривает отображение f области   

проективного пространства Pn в области nP  , переводящее точку A в 

точку B. Области   и   нормализованы в смысле А.П. Нордена одним и 

тем же семейством плоскостей AПn-1(A), BПn-1(A). Исследованы объекты 

отображения f  и его характеристические направления. 

В работе [2] Н. Алиева рассматривает n-мерные евклидовы 

пространства E и D (E, D – ортогональные пространства собственно 2n-

мерного евклидова пространства C, имеющие одну общую точку О). 

Исследовано дифференцируемое взаимно-однозначное отображение T V  в 

W, которое переводит область M V  в некоторую область N W . Если 

точка x описывает область M, точка y=T(x) описывает область N, а точка z с 

радиус вектором z x y   опишет область M* поверхности V*, называемое 

графиком отображения T. Доказано, что поле вектора средней кривизны 

порождает на поверхности V и W одномерное распределение F и G, 

соответственно. 

В.И. Грачева в работах [23]-[26] рассмотрела дифференцируемое 

биективное отображение Т области   на  , где n nE , E  , причем, n-

мерные плоскости nn EE ,  вполне ортогональны в nE2  и имеют общую точку 

О. Если  1 2 1x , x T x    и i ix , x  соответственно являются 

координатами точек 21, xx  относительно некоторых ортонормированных 
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реперов в nn E,E , то отображение Т описывается функциями 

 n21
ii x...,,x,xxx  , которые считаются достаточное число раз 

дифференцируемыми и имеющими в области   отличный от нуля якобиан. 

Множество точек 2nx E , для которых 21 OxOxOx  , описывает в n2E         

n-мерную поверхность, называемую графиком отображения Т. Изучены 

условия соответствия фокусов, а также псевдофокусов, взятых на прямых в 

указанных n-пространствах. 

О.В. Казниной [34]-[36] рассмотрено одно из свойств сетей р  и р , 

сохраняющееся в отображении    rppnp EVEV:f  . Найдены признаки 

некоторых свойств сетей pp V  и pp V . 

В работе [22] А.А. Борубаева и А.А. Чекеева исследованы равномерные 

аналоги некоторых важнейших классов топологических пространств, 

топологических групп и их непрерывных отображений и непрерывных 

гомоморфизмов. 

В работах [59]-[64] Г. Матиевой изучены частичные отображения 

евклидова пространства, порождаемые заданным распределением, при этом 

вскрыты тесные связи между теориями отображений, сетей и распределений. 

 Заданием р -мерного распределения р  в некоторой области   

евклидова пространства nЕ  инвариантным образом определяется 

распределение pn , ортогонально дополнительное данному распределению. 

Когда 3n,1p   в области 3E  имеется семейство гладких линий 

(интегральные линии 1-мерного распределения 1 ) такое, что через каждую 

точку X   проходит одна линия этого семейства. На каждой прямой ),( ieX   

(где )e,X( i
 –координатные прямые репера Френе для линии 1  заданного 

семейства, 3,2,1j,i  ) инвариантным образом определяется точка )ji(F j
i  , 

так называемая псевдофокусом этой прямой. Когда точка Х  смещается в 
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области  , точка j
iF  описывает свою область j

i . Получается отображение 

j
if  области   в область j

i  такое, что точка X  переходит в точку j
iF . 

Изучены свойства этих частичных отображений j
if . 

При p>1 имеется два вектора pnр М,М 


– вектора средних кривизн 

распределений р , pn  соответственно. Когда точка X смещается в области 

nE  точка M, определенная радиус-вектором pnр МММ 


, описывает 

свою область  . Получено отображение f :   такое, что точка X 

переходит в точку M. Изучены некоторые свойства этого частичного 

отображения. 

В работах [16]-[21] Г.М. Борбоевой исследованы дифференцируемые, 

взаимно однозначные отображения поверхностей Ф,Ф    DimÔ DimÔ   в 

одном и том же евклидовом пространстве E , порождаемые заданной сетью 

 . 

Найдены связи между геодезичностью и сопряженностью заданной 

сети и коразмерностью отображаемых пространств, изучена связь геометрии 

этого отображения с геометрией некоторых алгебраических образов в 

нормальной плоскости  XN  поверхности Ф . 

В работах [79], [82], [83] рассматривалась геометрия отображений 

евклидовых пространств nn EE:T  , обобщающие конформные 

отображения. 

В работах [16]  –  [21] Г.М.  Борбоевой рассматриваются 

дифференцируемые, взаимно однозначные отображения поверхностей 

,  одинаковой размерности в одном и том же евклидовом пространстве 

E , порождаемые заданной сетью  . Выявлена связь между геодезичностью 

и сопряженностью заданной сети и коразмерностью отображаемых 

пространств, изучена связь геометрией этого отображения с геометрией 

некоторых алгебраических образов в нормальной плоскости поверхности  . 
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В работах [65]  –  [70] Т.М. Папиевой исследованы частичные 

отображения евклидовых пространств n4 EE , , порождаемых заданной 

циклической сетью Френе n4  ~,~  соответственно.  

Найдены необходимые и достаточные условия ортогональности образа 

заданной циклической сети Френе в каждом из рассматриваемых частичных 

отображениях; 

получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

рассматриваемые частичные отображения являлись движениями; 

найден геометрический смысл полученных необходимых и 

достаточных условий; 

выявлена связь между векторами средних кривизн двумерных и 

трехмерных распределений, определяемых заданной циклической сетью 

Френе, а также связь между этими векторами и векторами кривизн линий 

заданной сети; 

доказаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы линии 

заданной циклической сети являлись двойными линиями рассматриваемых 

отображений. 
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§1.2 Обзор литератур по геометрии двойных линий 

отображения f  пары ),( pf   

 

Многомерные сети двойных линий исследовались в работе [15] 

В.Т.Базылева.  

Свойства сетей двойных линий в точечном соответствии двух 

поверхностей и в соответствии А – поверхностей исследовались в работе [78] 

С.П. Финикова. 

В работах [57], [58] М.Н. Марюкова рассмотрены некоторые свойства 

линий кривизны пары р-распределений, заданных в областях   и   

пространства Еn, между которыми установлен диффеоморфизм. Найдены 

необходимое и достаточное условия их соответствия в отображении 

f :  . Исследована геометрия пары  pf ,   в n-мерном евклидовом 

пространстве. Парой  pf ,   называется диффеоморфизм f области   в 

область  , где области   и   принадлежат евклидову пространству nE  и 

p – распределение, заданное в области  . Установлены свойства новых 

сетей и тканей, определяемых с помощью пары  pf ,  . 

В работе [75] Г.М. Силаевой исследована связь сети двойных линий 

отображения поверхностей в n - мерном евклидовом пространстве и её образ 

при гиперсферическом изображении. 

Рассмотрены две гиперповерхности 1nV   и 1nV   в n-мерном 

евклидовом пространстве nE  и диффеоморфизм f : 1n1n VV   . 

Предположен, что 1nVx  : xxfy  )( . Рассмотрена отображение S  

прямых )(xy на точки единичной гиперсферы 1nS   с центром в некоторой 

точке O , при котором каждой прямой ставится в соответствие точка x~  

гиперсферы с радиусом-вектором nexO ~~  , параллельным прямой )(xy , 

называемое гиперсферическим изображением. 
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 Доказаны, что а) если поверхность 1nV   отнесена к некоторой сети 

1n , поверхность 1nV   - сети )( 1nf  , то сеть 1n  является сетью двойных 

линий отображения f  тогда и только тогда, когда ))(()( 1n1n fSS   ; 

б) сеть  i  на поверхности 1nV   в гиперсферическом изображении S  

переходит в сеть  i , где ii m , тогда и только тогда, когда сеть  i  

является сетью двойных линий отображения f . 

Т.А. Дулалаевой исследованы [27] различные вопросы 

дифференциальной геометрии пары гиперраспределений в n-мерном 

проективном пространстве. Парой гиперраспределения, заданных в областях 

  и   n-мерного проективного пространства называется пара  , , где   

– (n-1)-мерное распределение в области   и  – в области  , причем 

области   и   диффеоморфны. В этой работе уделяется внимание к 

изучению свойств сетей двойных линий отображения, инвариантно 

связанной с заданной парой. В работе [28] этого же автора доказано, что 

любая линия, принадлежащая гиперраспределению  , является линией пары 

гиперраспределений  ,  тогда и только тогда, когда 0n
i  . 

Геометрический смысл этого равенства, заключается в том, что 

соответствуют площадки гиперраспределений  A  и  A  в 

индуцированном отображении *f . Обращение в нуль относительного 

инварианта  n
n  является необходимым и достаточным условием 

принадлежности образа линии n , 0i    1n,1i  ,  nn   в 

отображении f  гиперраспределению  . 
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§1.3 Обзор результатов 
 

 В первой главе работы приводится обзор литературы и результатов 

других авторов, связанных с темой диссертации. 

Во второй главе диссертации исследовано существование двойных 

линий частичных отображений j
if : j

i  и пар   ik
j

i ,f   в пространстве 

4E .  

В области   евклидова пространства 4 , задано семейство гладких 

линий так, что через каждую точку X   проходит одна линия заданного 

семейства. Подвижной ортонормированный репер    iX ,e i, j,k 1,2,3,4 
  

в области   выбран так, чтобы он был репером Френе [1], [2] для линии 1  

заданного семейства. Деривационные формулы репера   имеют вид: 

   i
idX e

  , k
i i kde e  .     (2.1.1) 

Формы i k
i,   удовлетворяют структурным уравнениям евклидова 

пространства: 

  0,D,D i
j

j
i

k
j

j
i

ki
k

ki
i   .   (2.1.2) 

 Интегральные линии векторных полей ie  образуют сеть Френе 4  для 

линии i  заданного семейства. Поскольку репер   построен на касательных 

к линиям сети 4 , формы k
i  становятся главными, т.е.  

jk
ij

k
i   .      (2.1.3) 

В силу последнего равенства формулы (2) имеем: 
i
kj

k
ij   .      (2.1.4) 

Дифференцируя внешним образом равенство (3): 

i
k k j k j

ij ijD d D       . 

Применяя формулу (2) отсюда имеем: 
j k k j k j

i j ij ijd           

 . 
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В силу равенства (3) последнее равенство имеет вид: 
j k k j k j

i j ij ijd            

   

или 
k j k j k j
j i ij ijd             

  . 

Отсюда найдем: 
k j k j k j

ij i j j id 0             

   

или 

 k k k j
ij i j j id 0         

 
. 

 Применяя лемму Картана [3] отсюда имеем: 
k k k k m

ij i j j i ijmd         

 
 

или 

  ml
im

k
lj

l
jm

k
il

k
ijm

k
ijd   .            (2.1.5) 

Система величин  k k
ij ijm,   образуют геометрический объект второго 

порядка. 

 Формулы Френе для линии 1  заданного семейства имеют вид: 
2

1 1 11 2

1 3
1 2 21 1 21 3

2 4
1 3 31 2 31 4

3
1 4 41 3

d e e ,
d e e e ,
d e e e ,
d e e



 

 





 

 



 

  

  

 

 

и 
3 1
11 31 0    , 4 1

11 41 0    ,    (2.1.6) 
4 2
21 41 0    .      (2.1.7) 

Здесь 1 2
1 11k  , 1 3

2 21k  , 1 4
3 31k   – первая, вторая и третья кривизны линии 1  

соответственно (где 1d  – символ дифференцирования вдоль линии 1 ). 

 Псевдофокус [4] j
iF   ji   касательной к линии i  сети 4  

определяется следующим радиус-вектором: 
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j
i i ij i

ij jj

1 1F X e X e
 

   
    .     (2.1.8) 

 На каждой касательной  ie,X   существуют по три псевдофокуса. На 

прямой  1e,X   существуют псевдофокусы 4
1

3
1

2
1 F,F,F , на прямой  2e,X   – 

4
2

3
2

1
2 F,F,F , на прямой  3e,X   – 4

3
2

3
1

3 F,F,F , на прямой  4e,X   – 3
4

2
4

1
4 F,F,F . 

Сеть 4  в 4E  называется циклической сетью Френе [5], если реперы 

 43211 e,e,e,e,X  ,  14322 e,e,e,e,X  ,  21433 e,e,e,e,X  , 

 32144 e,e,e,e,X   являются соответственно реперами Френе для линий  

1 , 2 , 3 , 4  сети 4  одновременно. 

 Пусть сеть 4  является циклической сетью Френе. Ее обозначим через 

4 . 
Рассмотрим псевдофокус  2

3 3F X ,e  , определяемый радиус-вектором: 

2
3 3 32 3

32 22

1 1F X e X e
 

   
    .    (2.1.9) 

Когда точка X  смещается в области 4E , псевдофокус 2
3F  

описывает свою область 2
3 4E  . Получается частичное отображение 

2
3f : 2

3  такое, что   2
3

2
3 FXf  . 

В разделе 2.1. рассмотрено частичное отображение 2
3f  и исследовано 

проблема существования двойных линий этого отображения и пар   ik
2

3 ,f   . 

Доказаны необходимое и достаточное условия вырожденности 

отображения 2
3f  (Теорема 2.1.1), а также доказано, что если линия 4  сети 

4
~  является двойной линией пары   34

2
3 ,f  , то частичное отображение 2

3f  

является вырожденным (Следствие 2.1.1). 

Также доказаны: 

Теорема 2.1.2. Если линия 4  является двойной линией пары 

 )34(
2

3 ,f  , то никакая другая линия (отличная от линий 43 , ), 
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принадлежащая распределению )34( , не может быть двойной линией пары 

 )34(
2

3 ,f  . 

Теорема 2.1.3. Линия  , принадлежащая распределению )23( , является 

двойной линией пары  )23(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда координаты ее 

касательного вектора удовлетворяют условию: 4
33

4
32

2

3






 .

 

Следствие 2.1.2. Если линия 2  сети 4  является двойной линией 

пары  )23(
2

3 ,f  , то эта пара не имеет других (кроме линии 2 ) двойных 

линий, принадлежащих распределению )23( . 

Теорема 2.1.4. Произвольная линия ,  принадлежащая распределению 

  ,13  является двойной линией пары   13
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда 

координаты её касательного вектора удовлетворяют условиям: 

02
31  ,                 4

33

4
31

1

3






 , 

где 31 ,  – первая и третья координаты касательного вектора 


 линии  . 

Следствие 2.1.3. Если линия 1  сети 4
~  является двойной линией 

пары   ,,f 13
2

3   то это пара не имеет других (кроме линии 1  ) двойных 
линий, принадлежащих распределению  .13 . 

В разделе 2.2. рассмотрено частичное отображение 4
1f : 4

1 , 

определяемое псевдофокусом  1
4

1 e,XF 
  и задача существования двойных 

линий этого отображения 4
1f  и пар   ik

4
1 ,f  . 

Доказаны необходимое и достаточное условия вырожденности 

отображения 4
1f  (Теорема 2.2.1), а также доказано, что линии 1 , 

 14
1

1 f    всегда являются двойными линиями частичного отображения 
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4
1f , а линия 1  сети 4

~  Френе является двойной линией пары   12
4

1 ,f   

(Лемма 2.2.1). 

Также получены результаты: доказаны необходимое и достаточное 

условия для того, чтобы а) линии 2 ,  24
1

2 f    являлись двойными 

линиями частичного отображения 4
1f , а линия 2  являлась двойной линией 

пары   12
4

1 ,f  ; 

б) линии 3 ,  34
1

3 f    являлись двойными линиями частичного 

отображения 4
1f , а линия 3  являлась двойной линией пары   13

4
1 ,f  ; 

в) линии 4 ,  44
1

4 f    являлись двойными линиями частичного 

отображения 4
1f , а линия 4  являлась двойной линией пары   14

4
1 ,f  . 

 Далее доказано, что если линия 2  сети 4
~  является двойной линией 

пары   ,,f 12
4

1   то частичное отображение 4
1f  становится вырожденным. 

 Получены необходимое и достаточное условия для того, чтобы линия 

 , принадлежащая распределению  14 , являлась двойной линией пары 

  14
4

1 ,f   (Теорема 2.2.4). 

Установлено, что если линия 4  сети 4
~  является двойной линией 

пары   14
4

1 ,f  , то никакая другая линия, принадлежащая распределению 

 14 , не может быть двойной линией этой пары (Следствие 2.2.2). 

 Доказаны необходимое и достаточное условия для того, чтобы любая 

линия  , принадлежащая распределению  13 , являлась двойной линией 

пары   13
4

1 ,f   (Теорема 2.2.5). 

В разделе 2.3. рассмотрено частичное отображение 3
4f : 3

4 , 

определяемое псевдофокусом  4
3

4 e,XF 
  и исследована задача 

существования двойных линий этого отображения 3
4f и пар   ik

3
4 ,f  . 
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Доказаны необходимое и достаточное условия для того, чтобы: 

а) линия  , принадлежащая распределению  34 , являлась двойной 

линией пары   34
3

4 ,f   (Теорема 2.3.1); 

 б) линия  , принадлежащая распределению  14 , являлась двойной 

линией пары   14
3

4 ,f   (Теорема 2.3.2); 

в) линия  , принадлежащая распределению  24 , являлась двойной 

линией пары   24
3

4 ,f   (Теорема 2.3.3). 

В разделе 2.4. рассмотрено частичное отображение 1
2f : 1

2 , 

определяемое псевдофокусом  2
1

2 e,XF 
  и исследована задача 

существования двойных линий этого отображения 1
2f  и пар   ik

1
2 ,f  . 

Доказаны 

Теорема 2.4.1. Линия  , принадлежащая распределению )12( , 

является двойной линией пары  )12(
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда 

координаты её касательного вектора  удовлетворяют условию: 3
21

3
22

2

1






 ,

  

где        3
22  – первая кривизна линии 2  сети 4

~ , 

              3
21  – вторая кривизна линии 1  сети 4

~ . 

 

Теорема 2.4.2. Линия  , принадлежащая распределению )34( , 

является двойной линией пары  )34(
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда имеет 

место равенство                                             ,1
214

1
24

1
213

1
23








 

геометрический смысл которого заключается в следующем: 
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,
de

e
de

e

2141

241

2131

231















 

где id – символ дифференцирования вдоль направления ,ei
  ijij ed 

 . 

В третьей главе исследовано существование квазидвойных линий 

частичных отображений j
if  и пар   ,j

i iêf 


. 

В разделе 3.1. рассмотрено частичное отображение 3
4f : 3

4  такое, 

что    4
3

4 e,XFxf 
 . Введены определения квазидвойных линий 

частичного отображения j
if  и квазидвойной линии пар   ,j

i iêf 


: 

Введем определения: 

1) линии   iii g,    в 4  называются квазидвойными линиями 

отображения g , если касательные к ним взятые в соответствующих точках 

 Xg,X , принадлежат одному и тому же трехмерному подпространству 

пространства 4 ; 

2)  Линия l  называется квазидвойной линией пары  p,g  , если она 

является квазидвойной линией отображения g  и принадлежит 

распределению p . 

Доказаны: необходимое и достаточное условия для того, чтобы  

а) линия  , принадлежащая трёхмерному распределению  234 , 

являлась квазидвойной линией пары   234
3

4 ,f   (Теорема 3.1.1); 

б) линия  , принадлежащая трехмерному распределению  123 , 

являлась квазидвойной линией пары   123
3

4 ,f   (Теорема 3.1.2); 

в) линия m , принадлежащая трехмерному распределению  124 , 

являлась квазидвойной линией пары   124
3

4 ,f  ; 

г) линия  , принадлежащая трехмерному распределению  134 , 

являлась квазидвойной линией пары   134
3

4 ,f   (Теорема 3.1.3). 
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Выяснен геометрический смысл конечных соотнешений. 

В разделе 3.2. рассмотрено частичное отображение 2
3f : 2

3  такое, 

что    ,2 2
3 3 3f X F X e 

 .  

Доказаны необходимое и достаточное условия для того, чтобы:  

а) линия  , принадлежащая трёхмерному распределению  123 , 

являлась квазидвойной линией пары   123
2

3 ,f  ; 

б) линия  , принадлежащая трехмерному распределению  124 , 

являлась квазидвойной линией пары   124
2

3 ,f   (Теорема 3.2.1); 

в) линия  , принадлежащая трехмерному распределению  134 , 

являлась квазидвойной линией пары   134
2

3 ,f   (Теорема 3.2.2). 

Выяснен геометрический смысл конечных соотнешений. 

В разделе 3.3. рассмотрено частичное отображение 4
1f : 4

1  такое, 

что    ,4 4
1 1 1f X F X e 

 .  

Доказаны необходимое и достаточное условия для того, чтобы:  

а) линия  , принадлежащая трёхмерному распределению  123 , являлась 

квазидвойной линией пары   123
4

1 ,f  ; 

б) любая линия  , принадлежащая трехмерному распределению  124 , 

являлась квазидвойной линией пары   124
4

1 ,f   (Теорема 3.3.1); 

Получены необходимое и достаточное условия для того, чтобы: а) 

линия  , принадлежащая трехмерному распределению  234 , являлась 

квазидвойной линией пары   234
4

1 ,f  ; 

б) линия   принадлежащая трехмерному распределению  134 , 

являлась квазидвойной линией пары   134
4

1 ,f   (Теорема 3.3.2). 
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В разделе 3.4 рассмотрено частичное отображение 1
2f : 1

2  такое, 

что    2
1

2
1

2 e,XFXf 
 .  

Доказаны: 

Теорема 3.4.1. Линия  , принадлежащая распределению  124 , 

является квазидвойной линией пары   124
1

2 ,f    тогда и только тогда, когда 

выполнено условие:                        

043
24

23
22

13
21   , 

геометрический смысл которого заключается в следующем:  

0  
, 

где  421 ,,  
  – касательный вектор линии  , 

                                   424322231113 eedeeedeeede 
 . 

Теорема 3.4.2 1) Линия  , принадлежащая распределению  234 , 

являлась квазидвойной линией пары   234
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условие:  

,1
23

1
24

4

3






  

где 2
14

1
24   – вторая кривизна, 2

13
1
23   – третья кривизна линии 

4 сети 4
~ . 

2) Линия  , принадлежащая распределению  134 , являлась 

квазидвойной линией пары   134
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда имеет 

место условие:  

,0BBB 41
214

31
213

11
211    

геометрический смысл которого заключается в том, что векторы 

4
1
2143

1
2131

1
211 eBeBeB 

  и 4
4

3
3

1
1 eee     ортогональны. 
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Глава 2 

Существование двойных линий частичных отображений j
if  и 

пар  ),( k
j

if   в пространстве 4E  

 

§2.1 О двойных линиях частичного отображения 2
3f , 

порождаемого псевдофокусом ),( 3
2

3 eXF 
  

  

В области   евклидова пространства 4 , рассмотрено множество 

гладких линии так, что через каждую точку X   проходит одна линия 

заданного семейства.  

Выберем в области   подвижной ортонормированный репер 

   iX ,e i, j,k 1,2,3,4 
  так, чтобы он был репером Френе [1], [2] для 

линии 1  заданного семейства. Деривационные формулы, т.е. формулы, 

выражающие движения этого репера, имеют вид: 

   i
idX e

  , k
i i kde e  .     (2.1.1) 

Дифференциальные формы i k
i,   удовлетворяют уравнениям структуры 

евклидова пространства: 

  0,D,D i
j

j
i

k
j

j
i

ki
k

ki
i   .   (2.1.2) 

 Интегральные линии координатных векторных полей ie  образуют сеть 

Френе 4  для линии 1  заданного семейства. Так как подвижной репер   

построен на касательных прямых к линиям сети 4 , дифференциальные 

формы k
i  являются главными, т.е.  

jk
ij

k
i   .      (2.1.3) 

Учитывая последнего равенства формулы (2.1.2) получим: 
i
kj

k
ij   .      (2.1.4) 
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Продифференцируем внешним образом равенство (2.1.3): 

i
k k j k j

ij ijD d D       . 

Применяя формулу (2.1.2) отсюда имеем: 
j k k j k j

i j ij ijd           

 . 

В силу равенства (2.1.3) последнее равенство имеет вид: 
j k k j k j

i j ij ijd            

   

или 
k j k j k j
j i ij ijd             

  . 

Отсюда найдем: 
k j k j k j

ij i j j id 0             

   

или 

 k k k j
ij i j j id 0         

 
. 

 Применяя лемму Картана [3] отсюда имеем: 
k k k k m

ij i j j i ijmd         

 
 

или 

  ml
im

k
lj

l
jm

k
il

k
ijm

k
ijd   .            (2.1.5) 

Система величин  k k
ij ijm,   образуют геометрический объект второго 

порядка. 

 Формулы Френе для линии 1  заданного множества линий имеют вид: 
2

1 1 11 2

1 3
1 2 21 1 21 3

2 4
1 3 31 2 31 4

3
1 4 41 3

d e e ,
d e e e ,
d e e e ,
d e e



 

 





 

 



 

  

  

 

 

и 
3 1
11 31 0    , 4 1

11 41 0    ,    (2.1.6) 
4 2
21 41 0    .      (2.1.7) 
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Здесь 1 2
1 11k  , 1 3

2 21k  , 1 4
3 31k   – первая, вторая и третья кривизны линии 1  

соответственно (где 1d  - символ дифференцирования вдоль линии 1 ). 

 Точка [4] j
iF   ji   касательной прямой к линии i  сети 4  

определяется следующим радиус-вектором: 

j
i i ij i

ij jj

1 1F X e X e
 

   
    .    (2.1.8) 

 На каждой касательной  ie,X   существуют по три псевдофокуса. На 

прямой  1e,X   существуют псевдофокусы 4
1

3
1

2
1 F,F,F , на прямой  2e,X   – 

4
2

3
2

1
2 F,F,F , на прямой  3e,X   – 4

3
2

3
1

3 F,F,F , на прямой  4e,X   – 3
4

2
4

1
4 F,F,F . 

Сеть 4  в 4E  называется циклической сетью Френе [5], если реперы 

 43211 e,e,e,e,X  , 

 14322 e,e,e,e,X  , 

 21433 e,e,e,e,X  , 

 32144 e,e,e,e,X   

являются соответственно реперами Френе для линий  
1 , 2 , 3 , 4  сети 4  одновременно. 

 Пусть сеть 4  является циклической сетью Френе. Ее обозначим через 

4 . 
Рассмотрим псевдофокус  2

3 3F X ,e  , определяемый радиус-вектором: 

2
3 3 32 3

32 22

1 1F X e X e
 

   
    .    (2.1.9) 

 Когда точка X  движется в области 4E , псевдофокус 2
3F  описывает 

свою область 2
3 4E  . Имеем частичное отображение 2

3
2

3 : f   такое, что 

2
3

2
3 )( FXf  . Присоединим к области 2

3  подвижной репер 

 2
3 1 2 3 4F ,m ,m ,m ,m 
    , где векторы im  определяются следующим образом. 
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Продифференцируя обычным образом равенство (2.1.9) и учитывая 

деривационные формулы имеем: 

 
2

2 i i32
3 3 3 3 i 3 3 i22 2 2 22

32 32 32 3232

d1 1 1 1dF d X e dX d e de e e e
   

          
   

       
 

   
. 

 В силу равенства (2.1.4) отсюда получим: 

 
 

2 2 2 m
32m 3 2m 2 3m2 i i

3 i 3 3 i2 22
3232

1dF e e e
     

 


 
  

 

 
    . 

Введем обозначение: 
2 2 2 2
32m 32m 3 2m 2 3mB        

  . 

 Тогда, в силу равенства (2.1.3), отсюда имеем: 

 
2 m i m

2 i 32m 3m
3 i 3 i2 22

3232

BdF e e e  



  

     

 или 

   
2 i 2 i

2 1 2321 31 322 32
3 1 3 i 2 3 i2 22 22 2

32 3232 32

B BdF e e e e e e
   
         
      

       
 

  
  

   
2 i 2 i

3 4323 33 324 34
3 3 i 4 3 i2 22 22 2

32 3232 32

B Be e e e e e
   
        
      

      
 

  
. 

 Введем обозначения: 

 

 

 

 
.eeBem

;eeBem

;eeBem

;eeBem

i2
32

i
34

322
32

2
324

44

i2
32

i
33

322
32

2
323

32

i2
32

i
32

322
32

2
322

22

i2
32

i
31

322
32

2
321

11









































                   
 (2.1.10) 

Тогда имеем:  
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2 1 2 3 4
3 1 2 3 4dF m m m m      
     .    (2.1.11) 

Поскольку заданная сеть 4  является циклической сетью Френе [5] 

получим: 

        

 

 
;eeBm

;eeBeem

42
32

4
32

322
32

2
322

2

42
32

4
31

322
32

2
321

22
32

2
31

11

























     
 

 

 
.eeBem

;eeB1m

4322
32

2
324

22
32

2
34

4

42
32

4
33

322
32

2
323

3

































     
(2.1.12) 

  

 Эти формулы получены Т.М. Папиевой в работах [66]  

Из условия линейной зависимости векторов im  получим: 

02
34       (2.1.13) 

или 

   0BB 2
323

22
32

4
32

4
33

2
322   .    (2.1.14) 

 Обратно, если выполнено одно из условий (2.1.13), (2.1.14), то 

отображение 2
3f  является вырожденным. 

 Таким образом доказана 

 Теорема 2.1.1. Для того, чтобы частичное отображение 2
3

2
3 : f   

являлась вырожденным отображением необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось одно из условий (2.1.13), (2.1.14). 

 Рассмотрим векторы 32
32

2
344 e1XF,m,e 


 .  

)34(
2

344 XF,m,e 
  имеем: 
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02
34  .     (2.1.15) 

Следовательно, линии   442
3

4 f,    являются двойными линиями 

частичного отображения 2
3f  (тем самым линия 4  сети 4  является двойной 

линией пары  )34(
2

3 ,f  ) тогда и только тогда, когда имеем место равенство 

(2.1.15). Справедливо 

Следствие 2.1.1. Если линия 4  сети 4  является двойной линией 

пары  )34(
2

3 ,f  , то частичное отображение 2
3f  является вырожденным 

отображением. 

Линия ii2
3

i )(f,    называются двойными линиями частичного 

отображения 2
3f , если касательные к ним, взятые в соответствующих точках 

X  и )X(f 2
3 , пересекаются, либо параллельны [7]. 

Линия l  называются двойной линией пары  p
2

3 ,f   (где p  – р-мерное 

распределение, определенное векторными полями p1 e,....,e  ), если она 

является двойной линией отображения 2
3f  и принадлежит распределению p  

[7]. 

Рассмотрим векторы 32
32

2
333 e1XF,m,e 


 . Учитывая (2.1.12) получим, 

что )34(
2

333 XF,m,e 
 , т.е. линии  32

3
33 f,    всегда являются двойными 

линиями частичного отображения 2
3f  (тем самым линия 3  сети 4  всегда 

является двойной линией пары  )34(
2

3 ,f  . 

Рассмотрим произвольную линию l принадлежащую распределению 

 43)34( e,e,X 
 . Ее касательный вектор имеет вид: 4

4
3

3 elell 
 . Найдем 

касательный вектор )l(fl 2
3


  линии l)l(f 2

3  . Учитывая (10) имеем: 

    43
3
42

2
4

4
4

4
33

3
3

3
4

4
3

3 eememlememlmlmll 
 

    4
44

3
3

3
3
4

43
3

3
2

2
4

4 el1mlemlmleml 
 , 
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где jm j
i  -тая координата вектора im . 

 Из условия )34(
2

3XF,l,l 


 получим: 0ml 2
4

4  , где 0l4   (т.к. линия l 

не совпадает с линией 3 ). Следовательно, имеем 0m3
4  , т.е. 02

34  . Мы 

получим условие (13). Таким образом доказана 

 Теорема 2.1.2. Если линия 4  является двойной линией пары 

 )34(
2

3 ,f  , то никакая другая линия (отличная от линий 43 , ), 

принадлежащая распределению )34( , не может быть двойной линией пары 

 )34(
2

3 ,f  . 

 Рассмотрим векторы 2
322 XF,m,e  . Из условия )23(

2
322 XF,m,e 

  

получим: 

04
32  .     (2.1.16) 

Следовательно, линии )(f, 22
3

22    являются двойными линиями 

частичного отображения 2
3f  (тем самым линия) 2  сети 4  является двойной 

линией пары  )23(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда имеет место условие 

(2.1.16). 

Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению )23( . Ее 

касательный вектор имеет вид: 3
3

2
2 ee 

  . Найдем касательный вектор 


 

линии )(f 2
3   . Учитывая (2.1.10)  

    4
4
33

3
3

3
4

4
23

3
2

2
3

3
2

2 ememememmm 
  

    4
4
3

34
2

2
3

3
3

23
2

2 emmemm    , 

где jm j
i  -тая координата вектора im . Из условия )23(

2
3XF,,  

  получим: 

0mm 4
3

34
2

2   . Отсюда имеем: 
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4
3

4
2

2

3

m
m



 . 

Учитывая (10) отсюда получим: 

4
33

4
32

2

3







 .      (2.1.17) 

Обратно, если имеет место условие (2.1.17), то линия  , принадлежащая 

распределению )23(  является двойной линией пары  )23(
2

3 ,f  . 

 Таким образом, справедлива  

 Теорема 2.1.3. Линия  , принадлежащая распределению )23( , является 

двойной линией пары  )23(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда координаты ее 

касательного вектора удовлетворяют условию (2.1.17). 

 Из (2.1.16), (2.1.17) получим, что справедливо  

 Следствие 2.1.2. Если линия 2  сети 4  является двойной линией 

пары  )23(
2

3 ,f  , то эта пара не имеет других (кроме линий 2 ) двойных 

линий, принадлежащих распределению )23( . 

 Из условия )31(
2

311 XF,m,e 
  получим:  

0,0 4
31

2
31   .     (2.1.18) 

Геометрических смысл этих равенств заключаются в следующем: 

031


 , где 4

4
312

2
313131 eeed 

  . 

 Следовательно, если имеет место условия (2.1.17), то линии 

)(f, 12
3

11    являются двойными линиями частичного отображения 2
3f , а 

линия 1  сети 4  является двойной линией пары  )13(
2

3 ,f  . 

 Теперь рассмотрим произвольную линию  , принадлежащую 

распределению )13( . Ее касательный вектор имеет вид: 3
3

1
1 ee 

  . 

Найдем касательный вектор 


 линии )(f 2
3   : 
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    4
4
33

3
3

3
4

4
13

3
12

2
11

1
3

3
1

1 ememememememm 
  

    4
4
3

34
1

1
3

3
3

33
1

1
2

2
1

1
1

1 emmemmeme    . 

 Из условия )13(
2

3XF,,  


 получим: 











.0mm

;0m
4
3

34
1

1

2
1

1




 

Из первого равенства имеем 0m2
1   (т.к. 01  ). Из второго получим: 

4
3

4
1

1

3

m
m



 . 

Учитывая (2.1.12) эти условия имеют вид: 

02
31  ,      (2.1.19) 

 

4
33

4
31

1

3







 .      (2.1.20) 

 Обратно если имеют места равенства (2.1.19) и (2.1.20), то линия   

является двойной линией пары  )13(
2

3 ,f  . Таким образом, справедлива  

Теорема 2.1.4. Произвольная линия ,  принадлежащая распределению 

  ,13  является двойной линией пары   13
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда 
координаты её касательного вектора удовлетворяют условиям (2.1.19) и 
(2.1.20). 
 Из (2.1.19), (2.1.20), (2.1.18) получим, что справедливо. 
  Следствие 2.1.3. Если линия 1  сети 4

~  является двойной линией 
пары   ,,f 13

2
3   то это пара не имеет других (кроме линий 1 ) двойных 

линий, принадлежащих распределению  .13 . 
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§2.2 Существование двойных линий частичного отображения 
4

1f  и пар      14
4

112
4

1 ff  ,,,  

 

Рассмотрим частичное отображение 4
1

4
1f : , определяемое 

псевдофокусом ),( 1
4

1 eXF 
 . Область 4

1  отнесена к подвижному реперу 

),( i
4
1 bXR


  [41], где 

  i4
14

i
11

124
14

4
141

1 eeB1b 


















 ; 

  i4
12

i
12

2124
14

4
142

2 eeeBb 







 ; 

  3i4
14

i
13

124
14

4
143

3 eeeBb 








 ; 

  4i4
14

i
14

124
14

4
144

4 eeeBb 








 . 

Поскольку заданная сеть 4  является циклической сетью Френе, 

векторы ib


имеют вид: 

              
;4e

4
14

4
12

2e1e2
4
14

4
142B

2b

;2e
4
14

2
11

1e2)4
14(

4
141B

11b













































      (2.2.1)
 

             
 

 
.2e4

14

2
14

1e24
14

4
144B

4b

;3e4e4
14

4
13

2e4
14

2
13

1e24
14

4
143B

3b


























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В общем случае эти векторы линейно независимы. Найдем 

необходимое и достаточное условия вырожденности отображения  
4
1:4

1f   . Потребуя линейной зависимости векторов ib


 получим: 

  04
144B2

11
4
141B

24
14

2
14

4
12 













 . 

Отсюда имеем:    а)   04
12          (2.2.2) 

         или     б)      04
144B2

11
4
141B

24
14

2
14 








  .    (2.2.3) 

Геометрический смысл равенств (2.2.2), (2.2.3)  заключаются в следующем: 

01e2d


 ,      4
2k14k1d1e

21
4k14k4d1e1

1k 









 , соответственно, где 2
11

1
1k   – 

первая кривизна линии 4
14

1
44

4
1k,1    – первая кривизна, 

4
141e1

4414k  


 – вектор первой кривизны линии 4  циклической сети 4
~  

Френе, id  – символ дифференцирования вдоль линии i . 

Обратно, если имеет место одно из условий (2.2.2), (2.2.3), то частичное 

отображение 4
1:4

1f    является вырожденным. Таким образом, доказана 

Теорема 2.2.1. Для того, чтобы частичное отображение 4
1f  являлось  

вырожденным необходимо и достаточно выполнения одного из условий 

(2.2.2), (2.2.3). 

Линий i ,   ii    называют двойными линиями отображения g, если 

касательные прямые к ним, взятые в соответствующих точках x и g(x) 

пересекаются, либо параллельны [7]. 

Линию   называют двойной линией пары (g, p ) , если она является 

двойной линией отображения g и принадлежит распределению p  [7]. 
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Рассмотрим векторы: 1e4
14

14
1XF,1b,1e 

















 где )1e(4

1f1b 
 . 

Учитывая первое равенство формулы (2.2.1) получим, что эти векторы 

принадлежат плоскости  2e,1e,x  . Следовательно, справедлива  

Лемма 2.2.1. Линии 1)1(,4
1f,1    всегда являются двойными 

линиями частично отображения 4
1f , а линия 1  циклические сети 4

~  Френе 

является двойной линией пары ),)12(,4
1f(   где ).2e,1e,x()12(


  

Из условия ),2e,1e,x(4
1XF),2e(4

1f2b,2e 
   

имеем:                                04
12  ,                                    (2.2.4) 

геометрический смысл, которого заключается в следующем:  
04e4

123e3
122e2

121e2d


  . 

Следовательно, линии )2(4
1f

2,2    является двойными линиями 

частичного отображения 4
1f , а линия 2  циклической сети 4

~  Френе 

является двойной линией пары ))12(,4
1f(  , где )2e,1e,x()12(


  тогда и 

только тогда, когда имеет место условия (2.2.4). 

Рассмотрим векторы 
4
1XF),3e(4

1f3b,3e 
 . Из условия компланарности 

этих векторов получим: 

  ,04
13,02

13        (2.2.5) 

геометрический смысл которых заключаются в следующем: 

04e4
132e2

131e3d


  . 

Следовательно, линии )3(4
1f3,3   являются двойными линиями 

частичного отображения 4
1f , а линия 3 циклической сети 4

~  Френе 

является двойной линией пары ))13(,4
1f(  , где )3e,1e,x()13(


  тогда и 

только тогда, когда имеют места условия (2.2.5). 
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 Из условия  4e,1e,x
)14(

4
1XF,4e,4b 

   

получим:                                         02
14 .      (2.2.6) 

 Таким образом, доказана 

Теорема 2.2.2. а) Линии )2(4
1f2,2   является двойными линиями 

частичного отображения 4
1f , а линия 2  циклической сети Френе 4

~  

является двойной линией пары 






)12(,4
1f  , где  2e,1e,x)12(


  тогда и 

только тогда, когда имеет место условие (2.2.4); 

б) линии )3(4
1f

3
,3   являются двойными линиями частичного 

отображения 4
1f , а линия 3  циклической сети Френе 4

~  является двойной 

линией пары 






)13(,4
1f   (где  2e,1e,x)13(


  тогда и только тогда, когда 

выполнены условия (2.2.5); 

в) линий  44
1f

4,4   являются двойными линиями частичного 

отображения ,4
1f а линия 4  циклической сети Френе 4

~  является двойной 

линией пары ,)14(,4
1f 





  (где  4e,1e,x)14(


  тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (2.2.6). 

Из (2.2.2),(2.2.4) получим 

 Следствие 2.2.1. Если линия 2  сети 4
~  является двойной линией 

пары ,)12(,4
1f 





  то частичное отображение 4

1f  становится вырожденным. 

Рассмотрим линию  , принадлежащую двумерному распределению 

 2e,1e,x)12(


 . Ее касательный вектор имеет вид  2e2
1e1e 







 . Найдем 

касательный вектор образа линии е в отображение 4
1f :     2b2

1b1   .  

Учитывая формул (2.2.1) отсюда имеем: 
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




  1

2b21
1b1    .4e4

2b2
2e21

1b1
1e 







  

Отсюда получим: 

,04
2b2

)12(
4
1XF,,     

где  jj
ib та координата вектора ib ,    .4

14

4
124

2b



  

Следовательно, имеем: либо 

а) ;02   либо б) .04
12   Из условия а) определяется линия 1 , а из условия 

б) имеем, что линии 2  является двойной линией пары 






)12(,4
1f  .  

Таким образом, доказана  

Теорема 2.2.3. Если линия 2  циклической сети Френе 4
~  является 

двойной линией пары 






)12(,4
1f  ,то такая другая линия  , принадлежащая 

распределению  2e,1e,x)12(


  не может быть двойной линией этой пары. 

Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению  2e,1e,x)14(
 . Ее 

касательный вектор имеет вид: .4e4a1e1aa 
 Найдем касательный вектор a  

линии .4e4a1e1aa:)(4
1f 

   

Учитывая (2.2.1), отсюда получим     2e2
4b4a2

1b1a1e4e4a1e
1aa 

 .  

Из условия )14(
4
1XF,a,a 



  
имеем: .02

4b4a2
1b

1a   или 

                                  
.2

11

2
14

4a

1a






      (2.2.7) 

Верно и обратное. Следовательно доказана 

Теорема 2.2.4. Линия  , принадлежащий распределению )14( , 

является двойной линией пары 






)14(,4
1f   тогда и только тогда, когда 

координаты ее касательного вектора удовлетворяют условию (2.2.7) .  
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Следствие 2.2.2. Если линия 4 циклической сети Френе 4
~  является 

двойной линией пары 






)14(,4
1f  , то ни какая другая линия, принадлежащая 

распределению )14(  не может быть двойной линией этой пары. 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

),,()( 3113 eeX 
  и её касательный вектор 3

3
1

1 ememm 
 . Найдем 

касательный вектор 3
3

1
1 bmbmm 


 линии  )(4

1f . 

 В силу равенств (2.2.1) имеем: 

4
4
2

3
2

32
1

1
13

3
1

1 ebmembmebmbmm 
 )()( . 

Из условия m , m


 )(13
4

1ХF   получим:      










.0bm

;0mbm
4
2

3

32
1

1

 

Из второго равенства (m.к. 0m3  ) имеем: 

0b4
2  , т.е. 04

12   - это есть необходимое и достаточное условие для того, 

чтобы линия 2  циклической сети Френе являлась двойной линией пары 

),( )(12
4

1f  . Из первого равенства системы имеем: 

                32
1

1 mbm     2
11

3
b

m
m

  или 2
111

3

m
m

 . (2.2.8) 

 Обратно, если линия 2  циклической сети Френе является двойной 

линией пары ),( )(12
4

1f   и имеем место (2.2.2), то линия  , принадлежащая 

распределению )(13 , является двойной линией пары ),( )(13
4

1f  . 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 2.2.5. Линия  , принадлежащая распределению )(13 , является 

двойной линией пары ),( )(13
4

1f   тогда и только тогда, когда линия 2  

циклической сети Френе является двойной линией пары ),( )(12
4

1f   и 

координаты ,1m  3m  касательного вектора m  линии   удовлетворяют 

условию  8.2.2 . 
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§2.3 Существование двойных линий частичного отображения 
3

4f  и пар      14
3

443
3

4 ff  ,,,  

 

Рассмотрим частичное отображение 3
4

3
4 : f , определяемое 

псевдофокусом ),( 4
3

4 eXF 
 . Область 3

4  отнесем к подвижному реперу 

),( i
3
4 cXR 
  [45], где 

k3
43

k
41

423
43

3
431

11 eeBec 








)(

; 

k3
43

k
42

423
43

3
432

22 ee
)(

Bec 







 ; 

k3
43

k
43

423
43

3
433

33 eeBec 








)(

; 

k3
43

k
44

423
43

3
434

44 eeBec 








)(

. 

Так как сеть 4  является циклической сетью Френе, векторы ic  имеют 

вид: 

                                    423
43

3
431

33
43

3
41

11 eBeec 

)(





 ; 

                                 423
43

3
432

33
43

3
42

213
43

1
42

2 eBeeec 

)(









 ;                    (2.3.1) 

                                    423
43

3
433

13
43

1
43

3 eBec 

)(





 ; 

                                    423
43

3
434

13
43

1
44

4 eB1ec 


















)(

. 
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 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

),,()( 4334 eeX 
 . Её касательный вектор имеет вид: 4

4
3

3 ee    . Найдем 

координаты касательного вектора 


 линии )( 3
4f : 4

4
3

3 cc 
  . 

Учитывая (10) отсюда получим: 

4
4
4

44
3

3
1

41
4

1
3

3 eccecc 
)()(   , 

где j
ic  – j -тая координата вектора ic . 

 Из условия компланарности векторов: 

4
3
43

3
4 e1XF  )/(,,   имеем:                 

1
44

1
43

3

4






 .     (2.3.2) 

 Обратно, если выполнено условие (2.3.2), то линия   является двойной 

линией частичного отображения 3
4f  ( тем самым и двойной линией пары 

),( )(34
3

4f  , т.к. )(34 ). Следовательно, справедлива 

Теорема 2.3.1. Линия  , принадлежащая распределению )(34 , 

является двойной линией пары ),( )(34
3

4f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условию (2.3.1) (где 1
44  – первая кривизна линии 4  

циклической сети 4
~  Френе, 1

43  – первая кривизна линии 3  циклической 

сети 4
~  Френе). 

Аналогично, рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

),,()( 4214 eeX 
 . Её касательный вектор имеет вид: 4

4
1

1 ee 
  . Найдем 

касательный вектор 


 линии )( 3
4f : 4

4
1

1 cc 
  . 

Учитывая (2.3.1) отсюда получим: 0c3
1

1  , где 3
1c  – третья координата  

вектора 1c . 
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В силу первого равенства формулы (2.3.1) отсюда имеем: 03
41

1  , 

следовательно (т.к. 01  , т.е. линия   не совпадает с линией  4 ) 03
41    

(- 1
3

4
31

3
41 k  – третья кривизна линии 1  заданного семейства). 

 Верно и обратное утверждение. Таким образом доказана 

 Теорема 2.3.2. Для того, чтобы линия  , принадлежащая 

распределению )(14 , являлась двойной линией пары ),( )(14
3

4f  , необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось условие 03
41  .  

 Следствие 2.3.1. Если линия )(14  совпадает с координатной 

линией 4  циклической сети 4
~  Френе ( 4  всегда является двойной линией 

отображения 3
4f [66], то пара ),( )(14

3
4f   не имеет других двойных линий, 

принадлежащих распределению )(14 . 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

),,()( 4224 eex 
 . Её касательный вектор   имеет координаты: 

4
4

2
2 ee    . Найдем касательный вектор 


 линии    3

4f : 

4
4

2
2 cc 

  . 

Учитывая (2.3.1) отсюда имеем: 

 1
1
4

41
2

2
4

4
41

1
4

4
4

4
23

3
22

2
21

1
2

2 e)cc()ecec()ecececec( 
  

4
4
4

44
23

3
2

2
2

22
2 e)cc(ecec    . 

 Из условия компланарности векторов 3
4XF,,

  получим: 











.0cc

;0c
1
4

41
2

2

3
2

2




 

Учитывая (2.3.1) отсюда имеем: 











.0

;0
1
44

41
42

2

3
42

2




    (2.3.3) 

Отсюда, так как 02  , получим 
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03
42  ,      (2.3.4) 

1
44

1
42

2

4






 .     (2.3.5) 

 Обратно, если имеют места равенства (2.3.4), (2.3.5), то линия  , 

принадлежащая распределению )(24 , являлась двойной линией пары 

),( )(24
3

4f   . Следовательно доказана 

 Теорема 2.3.3. Для того, чтобы линия  , принадлежащая 

распределению )(24 , являлась двойной линией пары ),( )(24
3

4f   необходимо 

и достаточно выполнения условий (2.3.4), (2.3.5). 
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§2.4  Существование двойных линий частичного отображения 
1
2f  и пар      34

1
212

1
2 ff  ,,,  

 

Рассмотрим частичное отображение 1
2

1
2 : f , определяемое 

псевдофокусом ),( 2
1
2 eXF 
 . Область 1

2  отнесем к подвижному реперу 

),( i
1
2 aXR 
 , где 

k1
21

k
21

221
21

1
211

11 eeBea 








)(

; 

  k1
21

k
22

221
21

1
212

2 eeB1a 


















 ; 

k1
21

k
23

221
21

1
213

33 eeBea 








)(

; 

k1
21

k
24

221
21

1
214

44 eeBea 








)(

. 

Так как сеть 4  является циклической сетью Френе, векторы ia  имеют 

вид [42]: 

 

 

 

 
.eeeBea

;eeBea

;eeB1a

;eeBea

431
21

3
24

221
21

1
214

11
21

k
24

4

3221
21

1
213

11
21

k
23

3

31
21

k
22

221
21

1
212

2

31
21

k
21

221
21

1
211

11


























































   (2.4.1) 

 Эти векторы в общем случае линейно независимы, следовательно, 

частичное отображение 1
2f : 1

2  является невырожденным. 
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 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

).,,()( 2112 eeX 
  

Её касательный вектор имеет вид: 2
2

1
1 ee    .  

 Найдем касательный вектор 


 линии  )(1
2f :  

3
3
2

23
1

1
2

2
2

22
11

1
1

1
2

2
1

1 eaaeaaeaaa 
)()(   , 

где j
ia  – j-тая координата вектора  ia . Из условия )(,, 12

1
2XF 

  получим: 

0aa 3
2

23
1

1   . Учитывая (2.4.1) отсюда имеем: 

3
21

3
22

2

1






 .     (2.4.2) 

Обратно, если имеет место равенство (2.4.2), то линия  , 

принадлежащая распределению )(12 , является двойной линией пары 

),( )(12
1

2f  . 

Таким образом, доказана 

Теорема 2.4.1. Линия  , принадлежащая распределению )(12 , 

является двойной линией пары ),( )(12
1

2f   тогда и только тогда, когда 

координаты её касательно вектора удовлетворяют условию (2.4.2). 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

).,,()( 4334 eeX 
  

Её касательный вектор имеет вид: 4
4

3
3 ee 

  .  

          Найдем касательный вектор 


 линии )( 1
2f : 

4
4

3
43

4
3

2
2
4

42
3

3
1

1
4

41
3

3 eeaeaaeaa 
  )()()( , 

где j
ia  – j-тая координата вектора  ia . Из условия )(,, 34

1
2XF 


. 

Имеем систему:  
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









.0aa

;0aa
2
4

42
3

3

1
4

41
3

3






 

Учитывая (2.4.1) отсюда имеем: 











.0

;0aa
41

214
31

213

1
4

41
3

3






    (2.4.3) 

Эта система уравнений имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда 

выполнено условие: 

0
BB 1

214
1
213

1
24

1
23 


 

или 

 

1
214

1
24

1
213

1
23

BB



 .     (2.4.4) 

Верно и обратное утверждение. 

 Таким образом, справедлива 

Теорема 2.4.2. Для того, чтобы линия  , принадлежащая 

распределению )(34 , являлась двойной линией пары ),( )(34
1

2f   необходимо 

и достаточно, чтобы имело место равенство (2.4.4), геометрический смысл 

которого заключается в следующем: 

2141

241

2131

231

de
e

de
e















, 

id - символ дифференцирования вдоль направлении ijiji ede 
, . 
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Заключение по главе 2 
 

В второй главе диссертации исследовано существование двойных 

линий частичных отображений j
if : j

i  и пар   ik
j

i ,f   в пространстве 

4E .  

Получены следующие результаты: 

1. Доказаны необходимые и достаточные условия вырожденности 

частичных отображений j
if : j

i  четырехмерного евклидова 

пространства 4E , порождаемых заданным семействам гладких линий; 

 2. Найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i циклической сети Френе являлись двойными (квазидвойными) 

линиями частичного отображения j
if  четырехмерного евклидова 

пространства 4E , порождаемого заданным семействам гладких линий; 

3. Получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i циклической сети Френе являлись двойными линиями пар  ),( kf  , 

где    

 eeX kk ,,  – двумерное распределение, определяемое векторными 

полями 

 eek , . 
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Глава 3 

Существование квазидвойных линий частичных отображений 
j

if и пар   ijk
j

i ,f   

 

§3.1 Существование квазидвойных линий пары 

  ijk
3

4f ,  

 

 Рассмотрим частичное отображение f 3
4 : 3

4  такое, что 

3
4

3
4 Ff )( . 

 Область 3
4  отнесём к подвижному реперу ),,,,,( 4321

4
3

1 ccccF 
  где 

векторы ic  имеют координаты [66] (в случае когда сеть Френе являются 

циклической сетью Френе): 

.
)(

1

;
)(

;
)(

;
)(

423
43

3
434

13
43

1
44

4

423
43

3
433

13
43

1
43

3

423
43

3
432

33
43

3
42

213
43

1
42

2

423
43

3
431

33
43

3
41

11

eBec

eBec

eBeeec

eBeec






















































   (3.1.1) 

Эти векторы в общем случае линейно независимы, следовательно, частичное 

отображение f 3
4 : 3

4  является невырожденным. 

 Линии i , iig  )(  назовем двойными линиями отображения g , 

если касательные прямые к ним, взятые в соответствующих точках X  и )(xg  

пересекаются, либо параллельны  7 . 
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 Линия   называются двойной линией пары ),( pg  , если она является 

двойной линией отображения g и принадлежит распределению p   7 . 

 Введем определения: 1) линии i , )( ig  в 4E  называются 

квазидвойными линиями частичного отображения g, если касательные 

прямые к ним, взятые в соответствующих точках X  и )(xg  принадлежат 

одному и тому же трехмерному подпространству пространства 4E ; 

2) Линия   называется квазидвойной линией пары ),( pg  , если она является 

квазидвойной линией отображения g и принадлежит распределению p . 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

),,,()( 432234 eeeX 
 . Её касательный вектор имеет вид: 

 4
4

3
3

2
2 eee    . Найдем касательный вектор 


 линии  )(3

4f . Он 

имеет вид: 4
4

3
3

2
2 ccc    . 

Учитывая формул (3.1.1) отсюда имеем: 

)()()( 4
4
41

1
4

4
4

3
41

1
3

3
4

4
23

3
221

1
2

2 ececececececeec 
   

или  

4
4
4

44
3

34
2

2
3

3
2

2
2

2
1

1
4

41
3

31
2

2 eccceceeccc 
)()(   . 

где j
ic  – j -тая координата вектора ic .  

Потребуем чтобы векторы 
,  принадлежали )(234 . Из этого условия 

получим:        0ccc 1
4

41
3

31
2

2   . 

Учитывая (10) отсюда имеем: 

04
3
43

1
443

3
43

1
432

3
43

1
42 












   

 

или  

041
44

31
43

21
42   .    (3.1.2) 
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 Обратно, если имеет место (3.1.2), то )(,, 234
3
4XF 

 . 

 Выясним геометрический смысл равенства (3.1.2). Рассмотрим векторы 

                                          3
3
421

1
424242 eeed 

 ; 

3
3
431

1
434343 eeed 

 ;    (3.1.3) 

                                          1
1
4444 e


 , 

где id  – символ дифференцирования по направлению ie . 

 Определим такой вектор p : 

414431432142 eeeeeep  )()()(  .   (3.1.4) 

Найдем: 
4

144
3

143
2

142 eeep  )()()( 
 . 

Учитывая (3.1.3) отсюда имеем: 
4

44
3

43
2

42p  
 . 

Следовательно, геометрический смысл равенства (3.1.2) заключается в том, 

что векторы p  и   ортогональны. 

 Таким образом, доказана 

 Теорема 3.1.1. Линия )(234  является квазидвойной линией  пары 

),( )(234
3

4f   тогда и только тогда, когда векторы p  и   ортогональны. 

 Теперь рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному 

распределению )(234 . Её касательный вектор имеет вид: 

3
3

2
2

1
1 eee    . Найдем касательный вектор 


 линии  )(3

4f . Он 

имеет вид: 3
3

2
2

1
1 ccc    . Учитывая формул (3.1.1) отсюда получим: 

)()()( 4
4
31

1
3

3
4

4
23

3
221

1
2

2
4

4
13

1
31

1 ececececeececece 
   

или  

4
4
3

34
2

24
1

1
3

3
2

23
1

1
2

2
1

1
3

31
2

21 ecccecceecc 
)()()(   . 

 Рассмотрим векторов 
, . 
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Из условия )(, 123
  имеем: 

0ccc 4
3

34
2

24
1

1   . 

Учитывая формул (3.1.1) отсюда получим: 

0
3B3BB
23

43

4333
23

43

4322
23

43

3
4311 







 )()()(
  

или                                  0BBB 33
433

23
432

13
431   .                               (3.1.4) 

 Обратно, если имеет место (3.1.4), то линия )(123  является 

квазидвойной линией пары ),( )(123
3

4f  . 

 Найдем геометрический смысл равенства (3.1.4): 

1334
3
4331324

3
4321314

3
431 kdeB,kdeB,kdeB


 , 

где 13k


 – вектор первой кривизны линии 3  циклической сети Френе 4
~ . 

 Определим вектор S


 следующим образом: 

3133e2132e1131e ekdnpekdnpekdnpS
444


 )()()(  . 

Тогда имеем: 

)( 33
433

23
432

13
431 BBBs  

 . 

Следовательно, геометрический смысл равенства (3.1.4) заключается в том, 

что векторы   и s  ортогональны. 

 Таким образом, справедлива 

 Теорема 3.1.2. Линия  , принадлежащую трехмерному распределению 

)(123 , является квазидвойной линией пары ),( )(123
3

4f   тогда и только тогда, 

когда имеет место равенство (3.1.4) (т.е. s
 ).  

 Аналогично доказывается 

Теорема 3.1.3. а) Линия m , принадлежащая трехмерному 

распределению )(124 , является квазидвойной линией пары ),( )(124
3

4f   тогда 

и только тогда, когда координаты 21 mm ,  её касательного вектора 

удовлетворяют условию:  
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3
41

3
42

2

1

m
m




 , 

где  4
32

3
42   – вторая кривизна линии 2  сети 4

~ , 4
31

3
41   – третья 

кривизна линии 1  сети 4
~ . 

б) Любая линия  , принадлежащая трехмерному распределению )(134 , 

является квазидвойной линией пары ),( )(134
3

4f  . 
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§3.2 Необходимое и достаточное условия существования 

квазидвойной линии пары   ijk
2

3f ,  

 

Рассмотрим псевдофокус  2
3 3F X ,e  , определяемый радиус-вектором: 

2
3 3 32 3

32 22

1 1F X e X e
 

   
    .    (3.2.1) 

 Когда точка X  движется в области 4E , точка 2
3F  описывает свою 

область 2
3 4E  . Таким образом имеем частичное отображение 

2
3

2
3 : f  такое, что 2

3
2

3 )( FXf  . Присоединим к области 2
3  

подвижной репер  2
3 1 2 3 4F ,m ,m ,m ,m 
    , где векторы im  определяются 

следующим образом [66] : 

                  

 

 

 

 
.eeBem

;eeBem

;eeBem

;eeBem

i2
32

i
34

322
32

2
324

14

i2
32

i
33

322
32

2
323

13

i2
32

i
32

322
32

2
322

12

i2
32

i
31

22
32

2
321

11

































   (3.2.2) 

Поскольку заданная сеть 4  является циклической сетью Френе [5] 

получим: 

  42
32

4
31

322
32

2
321

22
32

2
31

11 eeBeem






 ; 

                                       42
32

4
32

322
32

2
322

2 eeBm




 ; 
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  42
32

4
33

222
32

2
323

3 eeB1m

















 ;    

                          4322
32

2
324

22
32

2
34

4 eeBem 



.              (3.2.3) 

 Линии   iii g,    называются двойными линиями частичного 

отображения g , если касательные прямые к ним, взятые в соответствующих 

точках  Xg,X , пересекаются, либо параллельны [7].  

Линия l  называется двойной линией пары  p,g  , если она является 

двойной линией отображения g
 и принадлежит распределению p  [7]. 

Введем определения: 1) линии   iii g,    в 4  называются 

квазидвойными линиями частичного отображения g , если касательные 

прямые к ним взятые в соответствующих точках  Xg,X , принадлежат 

одному и тому же трехмерному подпространству пространства 4 ;  

2)  Линия l  называется квазидвойной линией пары  p,g  , если она 

является квазидвойной линией отображения g  и принадлежит 

распределению p .  

Рассмотрим линию l , принадлежащую трехмерному распределению 

   321123 e,e,e,X . Ее касательный вектор имеет вид: 3
3

2
2

1
1 elelell  . 

Найдем касательный вектор l  линии l)l(f 2
3  . Его ищем в виде:  

3
3

2
2

1
1 mlmlmll  . 

Учитывая формул (3.2.3) отсюда получим: 

 

     4
4
33

3
3

3
4

4
23

3
2

2
4

4
13

3
12

2
11

1 ememlememlemememell 
  

 или  
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    4
4
3

34
2

24
1

1
3

3
3

33
2

23
1

1
2

2
11

1 emlmlmlemlmlmlemell  , 

где j
im – j -тая координата вектора im .  

Рассмотрим векторов l,l . 

Из условия  123l,l   имеем: 

0mlmlml 4
3

34
2

24
1

1  . 

Учитывая формул (3.2.3) отсюда получим:  

0lll 2
32

4
333

2
32

4
322

2
32

4
311 





































. 

или  

       034
33

24
32

14
31  lll .                 (3.2.4) 

Верно и обратное утверждение, т.е. если имеет место (3.2.4), то линия 

l , принадлежащая распределению  123 , является квазидвойной линией пары 

 )123(
2

3 ,f  . 

Выясним геометрический смысл равенства (3.2.4) Рассмотрим 

векторов: 

4
4
312

2
3131 eeed        

4
4
322

2
321

1
3132 eeeed      

4
4
332

2
331

1
3333 eeeed        

Определим вектор q , с координатами: 

,ede,ede,ede 334
4
33324

4
32314

4
31   т.е.     

3
4
332

4
321

4
31 eeeq   .  

Тогда   34
33

24
32

14
31 llllq   . 
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Следовательно, геометрический смысл равенства (3.2.4) заключается в том, 

что векторы q  и l


ортогональны. 

Теперь рассмотрим линию  , принадлежащую распределению  124 . 

Ее касательный вектор   имеет вид: 4
4

2
2

1
1 eee   . 

 Найдем касательный вектор  линии   2
3f . Его ищем в виде: 

 4
4

2
2

1
1 mmm   . 

Учитывая формул (3.2.3) отсюда получим: 

     43
3
42

2
4

4
4

4
23

3
2

2
4

4
13

3
12

2
11

1 eemememememememe    

или  

      4
44

2
24

1
1

3
3
4

43
2

23
1

1
2

2
4

42
1

1
1

1 emmemmmemme   . 

Из условия    124,    имеем: 

.0mmm 3
4

43
2

23
1

1    
Учитывая формулу (3.2.3) отсюда получим: 

      0BBB
22

32

2
3244

22
32

2
3222

22
32

2
3211 








  

или ( т.к. 02
32  ) 

0BBB 42
324

22
322

12
321   .   (3.2.5) 

Обратно, если имеет место равенство (3.2.5) то линия   является 

квазидвойной линией пары  )124(
2

3 ,f  . 

Выясним геометрический смысл равенства (3.2.5). 

Рассмотрим вектор   3
2
323

3
2212 eek  вектор первой кривизны 

линии 2  циклической сети 4
~ Френе. Найдем производные этого вектора 

вдоль направлениях 421 e,e,e  [66]: 



 61 

 4
4
312

2
31

2
323

2
321121 eeeBkd   , 

 4
4
322

2
32

2
323

2
322122 eeeBkd   , 

2
2
34

2
323

2
324124 eeBkd  . 

Определим вектор   с координатами: 

2
3241243

2
3221223

2
3211213 Bkde,Bkde,Bkde  , 

т.е.  

      412432122311213 ekdeekdeekde  . 

Найдем 

42
324

22
322

12
321 BBB   . 

Следовательно, геометрический смысл равенство (3.2.5) заключается в том, 

что векторы   и   ортогональны. 

Таким образом, доказана  

Теорема 3.2.1. а) Линия l , принадлежащая распределению )123( , 

является квазидвойной линией пары  )123(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (3.2.4); 

б) линия  , принадлежащая распределению )124(  является 

квазидвойной линией пары  )124(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (3.2.5). 

Рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному распределению 

    .e,e,e,X 432234   

Ее касательный вектор  имеет вид: 

.eee 4
4

3
3

2
2    Найдем касательный вектор  линии   .f 2

3    

Его ищем в виде: 4
4

3
3

2
2 mmm   .  
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Учитывая формул (3.2.3) имеем: 

     43
3
42

2
4

4
4

4
33

3
3

3
4

4
23

3
2

2 eemememememem    

или  

      4
44

3
34

2
2

3
3
4

43
3

33
2

2
2

2
4

4 emmemmmem   . 

Очевидно, что  234,   . Следовательно, любая линия   , 

принадлежащая распределению  234 , является квазидвойной линией пары 

 )234(
2

3 ,f   

Рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному распределению 

    .e,e,e,X 431134   Ее касательный вектор имеет вид: 

.eee 4
4

3
3

1
1    

Найдем касательный вектор  линии   .f 2
3    

Его ищем в виде: .mmm 4
4

3
3

1
1      

Учитывая формул   (3.2.3)  имеем: 

     43
3
42

2
4

4
4

4
33

3
3

3
4

4
13

3
12

2
11

1 eemememememememe    

или  

      4
44

3
34

1
1

3
3
4

43
3

33
1

1
2

2
4

42
1

1
1

1 emmemmmemme   . 

Из условия    134,    имеем: 

.0mm 2
4

42
1

1   
Учитывая формул (3.2.3) отсюда имеем: 

02
32

2
344

2
32

2
311 






























  

или  

                  .042
34

12
31       (3.2.6) 
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  Верно и обратное, т.е. если имеет место равенство (3.2.6), то линия  , 

принадлежащая распределению  134 , является квазидвойной линией пары 

 )134(
2

3 ,f  . 

Выясним геометрический смысл равенства (3.2.6). Равенство (3.2.6) 

можно переписать в виде: 

     ,2
31

2
34

4

1







                          (3.2.7) 

где   3
24

2
34   третья кривизна линии 4  сети 4

~ ,  3
21

2
31   вторая 

кривизна линии 1  сети 4
~ . 

Следовательно, справедлива  

Теорема 3.2.2. Линия  , принадлежащая распределению  134 , 

является квазидвойной линией пары  )134(
2

3 ,f   тогда и только тогда, когда 

первая и четвертая координаты касательного вектора этой линии 

удовлетворяют условию (3.2.7). 
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§3.3 Существование квазидвойной линий пары   ijk
4

1f ,  

 

 Пусть сеть 4E  является циклической сетью Френе. Ее обозначим через 

4
~ . Псевдофокус ),( 1

4
1 eXF 
  определяется радиус-вектором:  

11
44

14
14

4
1 e1Xe1XF 





 .    (3.3.1) 

Когда точка   движется в области 4E , точка 4
1F описывает свою 

область 4
4
1 E . Определяется частичное отображение f 4

1 : 4
1  такое, 

что 4
1

4
1 Ff )( . 

 Присоединим к области 4
1  подвижной репер  4321

4
1 b,b,b,b,FR


 , где 

векторы ib


 определены [66] в следующем виде: 

  i4
14

i
11

124
14

4
141

1 eeB1b 


















 ;           

                                            
  i4

12

i
12

2124
14

4
142

2 eeeBb 







 ; 

  3i4
14

i
13

124
14

4
143

3 eeeBb 








 ;      

 
  4i4

14

i
14

124
14

4
144

4 eeeBb 








 . 

Так как заданная сеть 4E  является циклической сетью Френе, векторы ib


 

имеют вид:  

 

 
;eeeBb

;eeB1b

44
12

4
12

2124
14

4
142

2

24
14

2
11

124
14

4
141

1































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 

 
.eeBb

;eeeeBb

24
14

2
14

124
14

4
144

4

344
14

4
13

24
14

2
13

124
14

4
143

3


























 (3.3.2) 

 В общем случае эти векторы линейно независимы. 

Линий i , ii  )(  называются двойными линиями частичного 

отображения g, если касательные прямые к ним, взятые в соответствующих 

точках X,  Xg  пересекаются, либо параллельны [7]. 

 Линия   называется двойной линией пары ),( pg  , если она является 

двойной линией отображения g и принадлежит распределению p  [7]. 

 Введем определения: 1) линии i ,   iig    в пространстве 4E  

называются квазидвойными линиями частичного отображения g , если 

касательные прямые к ним, взятые в соответствующих точках X  и  Xg  

принадлежат одному и тому же трехмерному подпространству пространства 

4E ; 

2) линия   называется квазидвойной линией пары  p,g  , если она является  

квазидвойной линией отображения g  и принадлежит распределению p . 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному распределению 

   321123 e,e,e,X 
 . Её касательный вектор имеет вид: 

3
3

2
2

1
1 eee 










 . 

Найдем касательный вектор 


 линии   4
1f . Его ищем в виде: 

3
3

2
2

1
1 bbb











 . Учитывая формул (3.3.2) отсюда имеем: 

     4
4
332

2
31

1
3

3
4

4
221

1
2

2
2

2
11

1
1

1 ebeebebebeebebeb 









  

или 

      4
4

3
34

2
2

3
3

2
2

3
322

1
1

1
1
3

31
2

21
1

1 ebbeebbebbb 
























 , 
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где j
ib  – i -тая координата вектора ib


. 

 Из условия  123e,e 
  получим: 

0bb 4
3

34
2

2   . 

 Учитывая формул (3.3.2) отсюда имеем: 

 

04
14

4
133

4
14

4
122 
























   

или 

,034
13

24
12        (3.3.3) 

где    4
12  – третья кривизна линии 2  сети 4

~ , 1
43

4
13   – вторая кривизна 

линии 3  сети 4
~ . 

 Верно и обратное, т.е. если имеет место условие (3.3.3), то линия 

 123  является квазидвойной линией пары   123
4

1 ,f  . 

 Рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному распределению 

   421124 e,e,e,X 
 . Её касательный вектор имеет вид: 

4
4

2
2

1
1 eee 

  . Найдем касательный вектор 


 линии   4
1f . Его 

ищем в виде: 4
4

2
2

1
1 bbb


  . Учитывая формул (3.3.2) отсюда 

имеем: 

     2
2
41

1
4

4
2

4
221

1
2

2
2

2
11

1
1

1 ebebebeebebeb 
   

или 

    4
4
2

2
2

2
4

422
1

1
1

1
4

31
2

21
1

1 ebebbebbb 
  . 

Очевидно, что  124, 


. Следовательно, любая линия  , принадлежащая 

распределению  124 , является квазидвойной линией пары   124
4

1 ,f  . 

 Таким образом, справедлива 



 67 

Теорема 3.3.1. а) линии  123 , является квазидвойной линией пары 

  123
4

1 ,f   тогда и только тогда, когда вторая и третья координаты её 

касательного вектора удовлетворяют условию (3.3.3); 

б) любая линия  , принадлежащая распределению  124 , является 

квазидвойной линией пары   124
4

1 ,f  . 

 Рассмотрим линию   принадлежащую трехмерному распределению 

   432234 e,e,e,X 
 . Её касательный вектор имеет вид: 

4
4

3
3

2
2 eee    . Найдем касательный вектор 


 линии   4

1f . Он 

имеет вид: 4
4

3
3

2
2 bbb


  . Учитывая формул (3.3.2) отсюда получим: 

     2
2
41

1
4

4
4

4
332

2
31

1
3

3
4

4
221

1
2

2 ebebebeebebebeeb 
   

или 

      4
4
3

34
2

2
3

3
2

2
4

42
3

32
1

1
4

41
3

31
2

2 ebbeebbebbb 
  . 

Из условия  234, 
  имеем: 

0bbb 1
4

41
3

31
2

2   . 

Учитывая формул (3.3.2) отсюда имеем: 

     
0BBB

24
14

4
1444

24
14

4
1433

24
14

4
1422 








 . 

или 

                0BBB 44
144

34
143

24
142   .     (3.3.4) 

 Выясним геометрический смысл этого равенства. Рассмотрим вектор 

первой кривизны 1
4
141

1
4414 eek 

  линии 4  циклической сети 4
~  Френе. 

Найдем векторов ,kd,kd,kd 144143142


 где 432 d,d,d  – символы 

дифференцирования вдоль линий 432 ,,  : 
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 
 .eeeBkd

,eeeBkd

,eeBkd

4
4
143

2
14

4
141

4
144144

4
4
133

2
13

4
141

4
143143

4
4
12

4
141

4
142142













 

 Определим вектор t


 координатами: 

     14413143121421 kdeekdeekdet


 . 

 Тогда имеем: 

4
4
1443

4
1432

4
142 eBeBeBt 

 . 

Найдем  
44

144
34

143
24

142 BBBt  
 . 

Следовательно, геометрический смысл равенства (3.3.4) заключается в том, 

что векторы t


 и   ортогональны. 

 Аналогично вышеизложенному рассмотрим линию  , принадлежащую 

распределению    431134 e,e,e,X 
  с касательным вектором 

4
4

3
3

1
1 eee    . Найдем касательный вектор 


 линии   4

1f : 

4
4

3
3

1
1 bbb

   . 

Учитывая формул (3.3.2) отсюда имеем: 

     2
2
41

1
4

4
4

4
332

2
31

1
3

3
2

2
11

1
1

1 ebebebeebebebeb 
   

или 

      4
4
3

34
3

3
2

2
4

42
3

32
1

1
1

1
4

41
3

31
1

1 ebeebbbebbb 
  , 

где j
ib  – j -тая координата вектора ib


. 

Из условия  134, 
  имеем: 

0bbb 2
4

42
3

32
1

1   . 
Учитывая формул (3.3.2) отсюда получим: 

04
14

2
144

4
14

2
133

4
14

2
111 












































   

или  
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.042
14

32
13

12
11       (3.3.5) 

Верно и обратное, т.е. если имеет место условие (3.3.5), то линия 
  134  является квазидвойной линией пары  )134(

4
1 ,f  . 

Выясним геометрический смысл равенства (3.3.5). Рассмотрим 

векторов: 

.,, 4
2
142

2
14144

4
132

2
13132

2
1111 eeedeeedeed 

  (3.3.6) 

 Определим вектор s  с координатами: 
      414313111 222

eedпрeedпрeedпрs eee


   

или  
,4

2
143

2
131

2
11 eees 

  
где 2

11  первая кривизна линии 1 , 2
13  третья кривизна линии 

3 , 2
14  вторая кривизна линии 

4  сети 4
~ . 

Тогда имеем: 
42

14
32

13
12

11  
s , 

42
14

32
13

12
11  

s . 
Следовательно, геометрический смысл равенства (3.3.5)  заключается в том, 
что векторы s и   ортогональны.  

Таким образом, доказана 
Теорема 3.3.2. а) Линия  , принадлежащая распределению  234 , 

является квазидвойной линией пары  )234(
4

1 , f  тогда и только тогда, когда 

имеет место равенство (3.3.4); 

б) линия  , принадлежащая распределению  134 , является 

квазидвойной линией пары  )134(
4

1 , f  тогда и только тогда, когда имеет 

место (3.3.5). 
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§3.4 О существовании квазидвойной линий пары   ijk
1

2f ,  

 
Рассмотрим равенство: 

21
21

1
2 e1XF 


 ,     (3.4.1) 

которое определяет псевдофокус  2
1

2 e,XF 
  на касательной прямой  2e,X   к 

линии заданной циклической сети Френе 4 . Когда точка X  движется в 

области 4E , точка  2
1

2 e,XF 
  опишет свою область. 4

1
2 E . 

Получаем частичное отображение 1
2

1
2 :f   такое, что 1

2
1

2 F)X(f  .  

К области 1
2  присоединим  подвижной репер  4321

1
2 а,а,а,аF 

 , где 

векторы ia определяются следующим образом [66]: 

  k2
32

i
31

221
21

1
211

11 eeBea 





 ; 

   k1
21

k
22

221
21

1
212

2 eeB1a 


















 ; 

  k1
21

k
23

221
21

1
213

33 eeBea 





 ; 

  k1
21

k
24

221
21

1
214

44 eeBea 





 . 

Тогда имеем: 

4
4

3
3

2
2

1
11

2 aaaadF    . 

Так как сеть 4  является циклической сетью Френе, векторы получим: 

4321 a,a,a,a 
 имеют вид: 

                                        32
22

3
21

221
21

1
211

11 eeBea 







 ; 

         31
21

3
22

221
21

1
212

2 1 eeBa 


















 ;              (3.4.2) 



 71 

                                        3221
21

1
213

11
21

1
23

3 eeBea 








 ; 

        431
21

3
24

221
21

1
214

11
21

1
24

4 eeeBea 












 . 

 Эти векторы в общем случае линейно независимы, следовательно, 

частичное отображение является невырожденным. 

Линии   iii g,    называются двойными линиями частичного 

отображения g , если касательные прямые к ним, взятые в соответствующих 

точках  Xg,X , пересекаются, либо параллельны [7].  

Линия l  называется двойной линией пары  p,g  , если она является 

двойной линией отображения g
 и принадлежит распределению p  [7]. 

Введем определения: 1) линии   iii g,    в 4  называются 

квазидвойными линиями частичного отображения g , если касательные 

прямые к ним взятые в соответствующих точках  Xg,X , принадлежат 

одному и тому же трехмерному подпространству пространства 4 ;  

2)  линия l  называется квазидвойной линией пары  p,g  , если она 

является квазидвойной линией отображения g  и принадлежит 

распределению p .  

Рассмотрим линию l , принадлежащую трехмерному распределению 

   321123 e,e,e,X  с касательным вектором  3
3

2
2

1
1 elelell  . Найдем 

касательный вектор  l  линии l)l(f 1
2  . Его ищем в виде:  

3
3

2
2

1
1 alalall  . 

Учитывая формул (3.4.2) отсюда имеем: 

      32
2
31

3
3

3
3

3
22

2
2

2
3

3
12

2
11

1 eeaealeaealeaeaell 
  

 или  
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      3
33

2
23

1
1

2
3
3

32
2

22
1

1
1

1
3

31 elalalealalalealll 
 , 

где j
ia – j -тая координата вектора ia .  

Очевидно, что  123l,l 


. Следовательно, любая линия  123l   

является квазидвойной линией пары  )123(
1

2 ,f  . 

Пусть линия  , принадлежит распределению  124 . Ее касательный 

вектор имеет вид: 4
4

2
2

1
1 eee 

  . 

 Найдем касательный вектор  линии   1
2f . Он имеет вид: 

 4
4

2
2

1
1 aaa   . 

Учитывая формул (3.4.2) отсюда получим: 

     43
3
42

2
41

1
4

4
3

3
22

2
2

2
3

3
12

2
11

1 eeaeaeaeaeaeaeae    

или  

      4
4

3
3
4

43
2

23
1

1
2

2
4

42
2

22
1

1
1

1
4

41 eeaaaeaaaea   . 

Из условия  124,    имеем: 

.0aaa 3
4

43
2

23
1

1    
Учитывая формул (3.4.2) отсюда получим: 

02
21

3
244

1
21

3
222

2
21

3
211 



































  

или  

043
24

23
22

13
21   .                (3.4.3) 

Верно и обратное, т.е. если имеет место равенство (3.4.3) то линия 

 124   является квазидвойной линией пары  )124(
1

2 ,f  . 

Найдем геометрический смысл этого равенства. 

Рассмотрим векторов  242121 ed,ed,ed 
  и определим следующий 

вектор 


 с координатами: 
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      424322231213 eedeeedeeede 
 . 

 Тогда имеем: 

43
24

23
22

13
21  


.   (3.4.4) 

Следовательно, геометрический смысл равенство (3.4.3) заключается в том, 

что векторы 


 и 


 ортогональны. 

Таким образом, доказана  

Теорема 3.4.1. Линия  , принадлежащая распределению  124 , 

является квазидвойной линией пары  )124(
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (3.4.3), геометрический смысл которого заключается в 

(3.4.4). 

  Теперь рассмотрим линию  , принадлежащую распределению 

    .e,e,e,X 432234  Ее касательный вектор имеет вид: 

.eee 4
4

3
3

2
2    Найдем касательный вектор линии   .f 1

2    

Его ищем в виде: 4
4

3
3

2
2 aaa  


.  

Учитывая формул  (3.4.2)  отсюда получим: 

     43
3
42

2
41

1
4

4
32

2
31

1
3

3
3

3
22

2
2

2 eeaeaeaeeaeaeaea    

или  

      4
4

3
3
4

433
2

2
2

2
4

42
3

32
2

2
1

1
4

41
3

3 eeaaeaaaeaa   . 

Из условия   234,   имеем: 

.0aa 1
4

41
3

3    
Учитывая формулы (3.4.2) отсюда получим:  

041
24

31
23    

 
или 

1
23

1
24

4

3






 .                  (3.4.5) 
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где   2
14

1
24 вторая кривизна линии 4 сети 4

~ ,  2
13

1
23 третья 

кривизна линии 4  сети 4
~ . Верно и обратное, т.е. если имеет место 

равенство (3.4.5), то линия  , принадлежащая распределению  234 , 

является квазидвойной линией пары  )234(
1
2 , f . 

Рассмотрим линию  , принадлежащую трехмерному распределению 

   431134 ,,, eeeX  с касательным вектором  

.4
4

3
3

1
1 eee    

Ищем касательный вектор  линии   .1
2  f  

Он имеет вид: .aaa 4
4

3
3

1
1    

Учитывая формул  (3.4.2)  отсюда получим: 

   
 43

3
42

2
41

1
4

4

32
2
31

1
3

3
3

3
12

2
11

1

eeaeaea

eeaeaeaeae








 

или  

   
    .4

4
3

3
4

433
1

1
3

2
4

433
1

1

2
2
4

42
3

32
1

1
1

1
4

41
3

31

eeaaeaa

eaaaeaa








 

Из условия   1342,, XF   имеем: 

.02
4

42
3

12
1

1  aaa   
Учитывая формул (3.4.2) отсюда получим: 

      021
21

1
2144

21
21

1
2133

21
21

1
2111 









BBB
  

или  

.041
214

31
213

11
211   BBB             (3.4.6) 
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   Найдем геометрический смысл этого равенства.  Рассмотрим вектор  

2
1
212

2
1111 eek   первой кривизны линии 1  циклической сети  

4
~ Френе. Найдем векторы  114113111 ,, kdkdkd  где id  символ 

дифференцирования  вдоль направлений ie . 

Тогда имеем: 

 3
3
211

1
21

1
212

1
211111 eeeBkd  ; 

1
1
23

1
212

1
213113 eeBkd  ; 

 .3
3
241

1
24

1
212

1
214124 eeeBkd   

Отсюда найдем:  

.;; 1142
1
2141132

1
2131112

1
211 kdeBkdeBkdeB   

Определим вектор   с координатами: 

4
1
2143

1
2131

1
211 eBeBeB 

 . 

Тогда получим: 

41
214

31
213

11
211  BBB  . 

Следовательно, геометрический смысл равенство (3.4.6) заключается в том, 

что векторы   и   ортогональны. 

Верно и обратное, т.е. если имеет место равенство (3.4.6), то линия  , 

принадлежащая распределению  134 , является квазидвойной линией пары 

 )134(
1
2 , f . 

Таким образом, доказана  

Теорема 3.4.2. 1) Линия  , принадлежащая распределению  234 , 

является квазидвойной линией пары  )234(
1

2 ,f   тогда и только тогда, когда 

выполнено условие (3.4.5); 
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2) линия  , принадлежащая распределению   ,134  является 

квазидвойной линией пары  )134(
1
2 , f  тогда и только тогда, когда имеет 

место условие (3.4.6). 
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Заключение по главе 3 
 

В третьей главе исследовано существование квазидвойных линий 

частичных отображений j
if  и пар   к

j
if , . 

1. Получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i циклической сети Френе являлись квазидвойными линиями пар 

  ik
j

if , , где  ik  – трехмерное распределение, определяемое векторными 

полями 

 eee ki ,, ; 

2. Доказаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линия  , принадлежащая распределению  k    ik  являлась двойной 

(квазидвойной) линией пары    k
j

if ,     ik
j

if , ; 

3. Найдена зависимость вырожденности частичного отображения j
if  от 

того, что какие линии циклической сети Френе являются двойными 

(квазидвойными) линиями пары   ke
j

i ,f      ike
j

i ,f  . 

 



 78 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
 В диссертационной работе рассмотрены частичное отображения j

if : 

j
i  евклидова пространства 4E , порождаемые заданным семейством 

гладких линий. Исследована роблема существования двойных 

(квазидвойных) линий частичного отображения j
if  и пар   ik

j
i ,f   

   ik
j

if , . 

Получены следующие результаты:  

– Доказаны необходимые и достаточные условия вырожденности 

частичных отображений j
if : j

i  четырехмерного евклидова 

пространства 4E , порождаемых заданным семействам гладких линий; 

  – Найдены необходимые и достаточные условия для того, чтобы линии 
i циклической сети Френе являлись двойными (квазидвойными) линиями 

частичного отображения j
if  четырехмерного евклидова пространства 4E , 

порождаемого заданным семействам гладких линий; 

– Получены необходимые и достаточные условия для того, чтобы 

линии i циклической сети Френе являлись: а) двойными линиями пар 

 ),( kf  , где    

 eeX kk ,,  – двумерное распределение, определяемое 

векторными полями 

 eek , ; б) квазидвойными линиями пар   ik
j

if , , где 

 ik  – трехмерное распределение, определяемое векторными полями 

 
 eee ki ,, ; 

– Доказаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы линия 

 , принадлежащая распределению  k    ik  являлась двойной 

(квазидвойной) линией пары   k
j

if ,     ik
j

if , ; 
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– Найдена зависимость вырожденности частичного отображения j
if  от 

того, что какие линии циклической сети Френе являются двойными 

(квазидвойными) линиями пары   k
j

if ,     ik
j

if , . 
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